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Estudo histórico-epistemológico da noção de função 
I::xistem muitas opinões diferentes a respeito da época na qual aparece 
efetivamente o conceito de função. Segundo Youschkevitch, A.l, o ponto de 
vista mais corrente se encontra na obra de Smith: 
" ... depois de tudo, a idéia real de funcionalidade, expressada através da 
utilizaç<.l.o de coordenadas, foi exposta pela primeira vez de forma clara c em 
público por Descartes, R. I 1596-1650)", 
Apesar de que outros autores, entre eles Boyer, c. L, destaca a propósito ela obra 
de Fermat, P. ( 1(>01-1665) que: 
" ... o conceito de função e a idéia de símbolos representando variáveis não 
parece encontrá-se em nenhum matemát"iro da época". 
Nestes dois autores temos sintetizado a posição de muitos c escolhido as mais 
representativas, onde se manifesta claramente a diversidade de opiniôes. 
Sem entrar nesta discussão, descreveremos as principais etapas do 
desenvolvimento do conceito de função, para logo trabalhar com cada uma 
delas em particular: 
- A antiguidade: nesta etapa, o estudo dos diferentes casos de dependência 
entre duas quantidades não permile separar as noções gerais de quantidades 
variáveis e de funçáo. 
-A idade média: nesta etapa, na ciência européia do século XIV, as noções de 
quantidades variáveis e de função aparecem pela primeira vez e de maneira 
precisa sob formas gcométrkas e mecànicas. Mas como na antiguidade, cada 
1· Yuushkl•l'il<"h. t\.1'. ···111e ,·oiKepl o! fun.-ti<m up to lhe mi<.l<Jie ur th~e I 'lth <"l'lllury. t'lrt'ltiiT for hi~tory <>l'l'\..l<·t 
s.:k•nce<;. Ih. fl..l~S.3(,.~:,. l'l7h. 
l· I'<>) L' r, ( . "llist<>ri..t de l..ts lll..lll'lll~li<"..ls" ~h.Kirid. t'lli..Jn~;.~ llniwr;iJ..Jd, I<)~(,_ 
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caso concreto de dependéncia entre duas quantidades é definido por uma 
desnição verbal ou por um gráfico e nem tanto por uma fórmula. 
~ O período moderno: a partir do fim do século XVI e especialmente durante o 
século XVII as exprcssôes analíticas das funções come\·am a prevalecer: as 
funçôes analíticas, geralmente expressadas através de somas infinitas são as 
mais utilizadas. 
O método analítico de introdução das funções revoluciona a matemática e a 
causa de sua extraordinária eficácia, a noção de função ocupa um lugar central 
nas ciências exatas. 
Apesar disso, no século XVIII, esta interpretação das funçües como expressôcs 
analíticas se revela inadequada mas no mesmo período se introduz uma nova 
definição geral de função que será mais tarde universalmente aceita em 
análise matemática. 
~ Da metade do século XIX até à atualidade: na segunda metade do século XIX, 
esta definição abre grandes possibilidades para o desenvolvimento da teoria 
das funções, mas apresenta ao mesmo tempo dificuldades lógicas que, no século 
XX farão que o conceito de função deva ser reconsiderado. 
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A Antiguidade 
Segundo Kline, M.( 22) a matemática entendida como disciplina racional bem 
organizada e independente, não existia antes de entrarem em cena os gregos 
da época clássica (600 ao 300 a.C.) Apesar disso, algumas civilizações anteriores 
desenvolveram as origens ou rudimentos primários da matemática. 
As aplicações da matemática nestas civilizações primitivas se limitaram a 
cálculos comerciais muito simples, ao cálculo aproximado de áreas de campos, 
à decoração geométrica da cerámica, o delinear de desenhos para reproduzi-los 
repetidamente nos tecidos e ao registro e medida do tempo. 
Desde a matemátka da antiguidade até a dos babilônios c egípcios não se 
encontra nenhum outro progresso. 
Os babilônios foram os primeiros destas duas antigas civiliz~u;ües em 
contribuir ao desenvolvimento das correntes centrais da matem~Hira. O 
adjetivo "babilônico" se aplica a toda uma série de povos que ocuparam, 
simultaneamente ou de maneira sucessiva, a região compreendida entre os 
rios Eufrates e Tigris c seus arredores, região conhecida como mesopotámia e 
que hoje forma parte do es1ado de fraque. 
Os primeiros encontros com o conceito de função se dão já no ano 2000 a.C. 
quando os matemáticos babilônicos utilizavam para seus cálculos tabelas 
sexagesimais de quadrados e raízes quadradas, de cubos e raízes cúbicas e 
outras tabelas para realizar operações aritméticas. 











O produto dos números em cada fila é sempre 60, a base do sistema de 
numeração dos babilônios, então podemos deduzir que se trata de uma tabela de 
inversos. A sexta linha, por exemplo, nos diz que o inverso de 8 é 7/60+30/602. 
Observemos que nesta tabela faltam os inversos de 7 e de 11, devido, sem dúvida, 
a que estes inversos têm uma expressão sexagesimal infinita. 
Entre estas tabelas se encontram algumas que contêm as potências sucessivas 
de um número dado, análogas a nosssas tabelas de logarítmos. 
Mas não utilizavam as tabelas de logarítmos para a simplificação do cálculo em 
geral senão para resolver problemas muito concretos. 
Os matemáticos babilônicos não duvidavam em interpolar linearmente ou 
proporcionalmente para aproximar valores intermediários: a interpolação 
linear parece ter sido um procedimento muito corrente na antiga 
Mesopotâmia. 
Na astronomia babilônica foram empregadas tabelas de funções para a 
compilação de efemérides do sol, da lua e dos planetas. As funções tabeladas em 
forma empírica se tornam o fundamento matemático posterior da astronomia. 
Novas formas de aparição do conceito de função se dá na matemática e nas 
ciências naturais gregas. 
Como indica Youschkevitch, A. (36), as tentativas atribuídas aos primeiros 
pitagóricos para determinar as leis mais simples da acústica são típicas da 
busca de interdependência quantitativa de diversas quantidades físicas, como 
por exemplo, a longitude e a altura de uma nota emitida por cordas da mesma 
espécie. 
Mais tarde, os astrônomos desenvolveram uma trigonometria completa das 
cordas utilizando teoremas geométricos e regras de interpolação. A tabela de 
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cordas mais antiga se encontra no Almagesto de Ptolomeo, onde também 
figuram outras tabelas astronônicas que equivalem a funções racionais e 
funções irracionais. O objeto perseguido era facilitar por meio da 
trigonometria esférica a posição dos astros. 
Mas parece ser que os gregos não se limitaram a utilização de funções 
tabeladas. Estas funções foram submetidas a estudos semelhantes aos que 
conhecemos dentro da análise matemática: se utilizou a interpolação linear; 
foram descobertos limites de quocientes de duas quantidades infinitamente 
pequenas, como o limite de senx/x quando x tende a zero; as áreas, volumes, 
longitudes e centros de gravidade foram calculados por métodos de integração 
equivalentes ao cálculo de integrais definidas. 
Mas nehuma fórmula algébrica ou expressão analítica foi introduzida nesse 
período. 
A obra dos gregos foi substancial no desenvolvimento posterior da matem<.'ttica. 
A respeito da idéia da funcionalidade avançaram no número de dependências 
funcionais utilizadas e no descobrimento de novos métodos para estudá~las. 
Apesar disso, não existiu qualquer idéia geral de funcão na antiguidade. 
Alguns autores questionam esta postura manifestando por exemplo, que 
no Almagcsto abundam exemplos de relações nas quais se associam elementos 
de um conjunto de números (instantes t1, tz, t3, ... ) a elementos de outro 
conjunto (por exemplo, certas variáveis angulares dentro de um sistema 
planetário). 
Apesar disso, estas relaçües tabelares já eram utilizadas pelos babilônicos. 
O que nos autoriza a pensar que estas funções correspondentes a estas tabelas 
foram consideradas como exemplos particulares de relações funcionais em 
geral? 
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Youschkevitch, A. (36) afirma que em toda a literatura matemática da 
antiguidade não existem palavras equivalentes ao termo" função", nem 
tampouco qualquer alusão a esta idéia mais abstrata e mais geral que unifica as 
dependências concretas e separadas entre duas quantidades ou dois números 
sob qualquer forma que seja (descrição verbal, tabela, gráfico). Estas 
dependências são consideradas somente quando elas se apresentam. 
Se considerarmos os matemáticos gregos em seu conjunto, podemos dizer que 
seus procedimentos de cálculo ou de determinação de limites concretos não 
conduzem a uma formulação explícita dos conceitos gerais de sucessão, 
variável, limite, infinitamente pequeno, de integral, etc. Uma das raras 
exceções é a proposição I do livro X dos Elementos de Euclides. Segundo a qual, 
a partir de um certo termo, os termos que seguem em uma sucessão dada a, aq1, 
aqJqz,aqJqzq.~ .... ( qk <= 0.5 k=l,2,3, .... ), se tornam menores que qualquer 
quantidade dada b. 
Por outro lado, os conceitos de razão e proporção foram básicos em toda a 
matemática grega. Mas estas proporções não eram as frações no sentido que 
entendemos hoje em dia. 
As proporções representavam a relação numérica que existe entre duas 
longitudes. Por exemplo, si quando se compara um segmento com outro 
segundo a proporção 3:5, isto significa que o menor mede 3 em relação ao 
maior que mede 5, sendo diferente da fração 3/5 que significa que o menor 
mede três quintas partes do maior. Boyer, C. ( 3) destaca que se trata de relações 
entre inteiro, um inteiro 3 em relação a um inteiro 5, e não da fração 3/5 em 
relação ao segmento maior que neste caso representaria a unidade. 
René de Cotret, S. (31) destaca que este hábito de expressar todos os vínculos 
entre as coisas sob formas de proporções foi um obstáculo para o 
desenvolvimento do conceito de função. 
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Em efeit(), quando se traba~ha com as proporções é difícil distinguir a relação 
que existe entre coisas ~iferentes, porque o que se compara é sempre de mesma 
natureza. Por exemplo quando se diz que dois círculos estão relacionados 
assim como os quadrados de seus diâmetros, então se compara as áreas dos 
círculos e se observa que eles estão na mesma proporção que os quadrados de 
seus diâmetros. Esta forma de comparação evita o vínculo que existe entre o 
diâmetro e a área do círculo. Vemos assim que o funcionamento das proporções 
está mais ligado ao vínculo entre duas coisas semelhantes (área: área) do que o 
vínculo entre duas coisas que não são semelhantes mas são dependentes (área: 
diâmetro). É por esta razão que Renê de Cotret, S. manifesta que as proporções 
bloqueamo desenvolvimento do conceito de função. 
Por outro lado, pode-se perguntar por que se comparam os quadrados dos 
diâmetros e não simplesmente os diâmetros? A razão é que os gregos 
trabalhavam estes conceitos do ponto de vista geométrico e não algébrico. 
Deste modo, o quadrado do diâmetro representa o quadrado que tem o lado 
medindo o diâmetro e não urna longitude medindo d2 unidades. Como é absurdo 
comparar uma área com um segmento, é necessário comparar duas áreas. 
Neste sentido, René de Cotret, S. estabelece que a homogeneidade que demanda 
comparar duas coisas de mesma natureza foi também um obstáculo para o 
desenvolvimento do conceito de função. 
Mas as idéias de mudança e de quantidade variável não foram estranhas ao 
pensamento grego. O descobrimento das razões incomensuráveis (razões que 
não podem expressar-se mediante números inteiro, isto é a impossibilidade de 
medir as duas quantidades por uma unidade comum) deu lugar a uma 
problemática que preocupou os gregos: a relação entre o discreto e o contínuo. 
Isto foi posto em evidência por Zenon, nascido entre os anos 495 e 480 a.C., ao 
propor diferentes paradoxos, quatro dos quais tratam do movimento, cujo 
objeto 
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não está claro devido ao nosso conhecimento incompleto da história da 
filosofia grega. Dizem que com eles pretendia-se defender seu professor 
Parménides(século V a.c), o qual havia sustentado que o movimento ou 
mudança em geral é impossível, e também atacar os pitagóricos que concebiam 
os corpos como uma justaposição de pontos, o tempo corno urna sucessão de 
instantes (formado por pequenos intervalos indivisíveis, como no cinema) e o 
movimento como uma adição de passos de um ponto a outro. Na mesma época de 
Zenon, além desta concepção do tempo e do espaço, existia uma outra que 
considerava que o tempo e o espaço são indefinidamente divisíveis e que em 
cujo caso o movimento resultaria contínuo. 
Os argumentos de Zenon estão dirigidos contra ambas teorias, os dois primeiros 
paradoxos contra a primera concepção e os outros dois contra a segunda. 
Recordamos quais são ~~P) paradoxos: 
Primeiro paradoxo: (Dicotomia} 
Afirma a não existência do movimento baseando-se em: o que está em 
movimento deve alcançar a posição na metade do caminho antes de alcançar 
sua meta. Isto significa que para atravessar AB (figura 1) tem-se que alcançar 
primeiro a posição C; para chegar a C tem-se que chegar primeiro~ D, e assim 
sucessivamente. 
D c 8 
Figura 1 
Isto significa, sob a hipótese de que o espaço é indefinidamente divisível e que 
portanto, uma longitude finita conlém um número infinito de pontos que é 
impossível cobrir, inclusive uma longitude finita em um tempo finito. 
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Aristóteles (384-3Z2.a.c), tentando refutar a Zenon, disse que existem dois 
sentidos em que uma coisa pode ser infinita: em extensão ou em divisibilidade; 
em um tempo finito se pode estabelecer contato com infinitas coisas no sentido 
da divisibilidade, já que neste sentido, o tempo também é infinito. 
Segundo paradoxo: (Aquiles e a tartaruga) 
Afirma que o objeto que se move mais lentamente não pode ser alcançado pelo 
mais rápido já que o perseguidor deve chegar primeiro ao ponto do qual partiu 
o perseguido, de maneira que o mais lento necessariamente estará sempre à 
frente. 
O argumento é análogo ao da dicotomia. Entretanto, agora não dividimos em 
metades as distâncias que se devem percorrer. 
Aristóteles disse que se o objeto que se move lentamente cobre uma distância 
finita então pode ser superado pela mesma razão que dava ao responder o 
primeiro paradoxo. 
Os paradoxos que se apresentam a seguir estão dirigidos contra o movimento do 
tipo "cinematográfico". 
Terceiro paradoxo: ( Da flecha) 
Afirma que urna flecha movendo-se está em repouso. O que disse Zenon é que 
em qualquer instante durante seu movimento, a flecha ocupa uma posição 
determinada e portanto está em repouso. 
Segundo Aristóteles, Zenon chega a esta conclusão a partir da hipótese de que o 
tempo está constituído por instantes( se não fosse por esta hipótese não 
haveria tal conclusão). 
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Quarto paradoxo: <Das filas em moyimentol 
Uma interpretação provável poderia ser: suponhamos que temos três filas 
A,B,C com pessoas (figura 2) e que na mínima unidade de tempo, toda a fila B se 
mova numa posição em direção à esquerda, entretanto que ao mesmo tempo a 
fila C se mova numa posição em direção à direita. Então, relativamente a B, C 
move-se duas posições, e portanto deve ter existido uma unidade de tempo 
menor ao extremo da qual C estaria numa posição à direita de B, ou bem à 








É possível que Zenon tentasse destacar que a velocidade é relativa, ou bem 
tinha pretendido indicar que não existe um espaço absoluto para fazer 
referência as velocidades. 
Aristóteles disse que a falácia de Zenon consiste em supor que as coisas que se 
movem com a mesma velocidade empregam o mesmo tempo para ultrapassar a 
um objeto em movimento e a um objeto fixo. Nem os argumentos de Zenon nem 
a resposta de Aristóteles são claras, mas se suponhamos que o paradoxo consiste 
em um ataque aos intervalos mínimos indivisíveis e aos segmentos mínimos 
indivisíveis do espaço então sua argumentação tem perfeito sentido. 
O que é importante destacar é que não se sabe exatamente o que quis dizer 
Zenon com estes paradoxos, porque estes chegam até nós através de Aristóteles 
que os menciona com o objeto de criticá-los e de Simplicio (Siglo VI a. c ) que 
baseava suas afirmações nos escritos de Aristóteles. 
Para os pitagóricos tudo era número e isto se reflete na idéia de que existe urna 
unidade e que o mundo é uma multitudão de unidades indivisíveis. 
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O espaço está formado de uma multitudão de unidades de espaço e o tempo de 
uma multitudão de unidades de tempo. Temos visto que aparentemente Zenon de 
Elea se oponha a esta concepção. O outro descobrimento que vem a destruir a 
noção de unidade indivisível é a incomensurabilidade de zO.S . 
Sabe-se que na época de Zenon os números eram os inteiros positivos. É 
evidente que não eram "contínuos" porque não havia nada, por exemplo, entre 
o 1 e o 2. Com o advento das proporções foi possível, utilizando a unidade, 
expressar a relação entre duas magnitudes quaisquer que sejam. 
É por esta razão que nesta época os números foram considerados em um sentido 
"contínuos", porque repetindo a unidade se pode expressar através dos 
inteiros a medida de qualquer magnitude. Com a aparição da 
incomensurabilidade, se chega a conclusão de que existem certas magnitudes 
para as quais é impossível encontrar uma unidade que permita medir~la. 
Desta maneira, quando menciona-se que a incomensurabilidade teve por efeito 
discretizar os números, é neste sentido de não continuidade a que se 
refere dita expressão. 
É assim que com a aparição dos números irracionais, os números se tornam 
discretos e tudo o que é contínuo não pode ser numérico. É então impossível ter 
variáveis numéricas representando magnitudes, porque os números são 
discretos e as magnitudes contínuas. Naquela época quando se fala de medidas 
numéricas de magnitudes trata-se somente de casos particulares. 
Vemos assim como a incomensurabilidade é um obstáculo ao desenvolvimento 
do conceito de função pois impede as relações numéricas gerais entre 
magnitudes. Como os números não permitem expressar magnitudes, é 
necessário encontrar outra forma de expressar suas relações. As proporçües 
parecem ser a solução mais eficaz. Estas proporções estão formadas 
11. 
"I, 
estritamente de relações entre magnitudes. Assim evita-se o problema da 
incomensurabilidade já que não se buscam representações numéricas de 
magnitudes que demandem de uma unidade comum de medida. As proporções se 
tornam então o meio por excelência para comparar magnitudes. Apesar disso. 
dissimulam as relações entre objetos dependentes. 
Os problemas do infmito e da incomensurabilidade geram uma dissociação 
entre números e magnitudes, dissociação que se refletirá nas concepções 
qualitativas e quantitativas do universo, na idade média. 
TalHo o descobrimento dosos números irracionais pelos pitagóricos como os 
paradoxos de Zenón precipitaram uma profunda crise na matemática 
provocando um "horror ao infinito", que caracteriza quase toda a matemática 
grega, e que paralisa parcialmente sua imaginação criadora, que passa a 
segundo plano, à sombra do supremo rigor lógico imposto pela escola 
platónka, cujo expoente mais representativo é Euclides(Siglo JV a.c). 
l.:udoxo de Cnido (408-355 a.c), da escola platônica, resolveu de forma brilhante 
o antagonismo radical entre finito e infinito. Introduzindo o conceito de "tão 
pequeno como se queira", equivalente o nosso processo de passagem ao limite, 
encontra uma escapatória mediante um recurso que se desenvolve em três 
etapas: 
uma definição, um axioma e um método (define a igualdade de razões, postula o 
axioma de continuidade e idéia o método de exaustão). 
Outra consequência importante da crise dos irracionais foi a onipresença da 
geometria na matemática grega. Ao limitar a ariUnética ao estudo dos inteiros, 
se impediram desenvolvimentos de tipo algébricos. Esta limitação algébrica 
tornou-e impossível a introdução de novas curvas por meio de equações. As 
curvas se obtinham mediante lugares geométricos ou intercessões de 
superfíces e também através de relações de áreas ou longitudes, que davam a 
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propriedade de definição da curva. 
A geometria grega, com exceção da de Arquímedes (28i·212 a.c), adquiriu um 
caráter estático, consequência do papel muito escasso que tiveram na ciência 
grega os conceitos de movimento e variação continua de uma quantidade. 
Assim, por exempl, para Euclides o círculo não é o resultado de um movimento 
de um segmento em torno de um de seus extremos, senão o conjunto dos pontos 
que equidistam de um ponto fixo. 
Muitos historiadores consideram a Arquímedes o verdadeiro artífice do cálculo 
infinitesimal devido aos numerosos resultados que obtidos neste campo da 
matemática (quadraturas, curvaturas, determinação de centros de gravidade). 
Mas sem desmerecer os trabalhos deste grande personagem da ciência grega, é 
importante destacar que existem ingredientes essenciais do que é o cálculo 
infinitesimal que estão ausentes na obra de Arquímedes: 
a) como bom grego, oblíqua a passagem ao limite com a dupla redução ao 
absurdo do método de exaustão. 
b) Não existe uma formulação de procedimentos gerais para resolver 
problemas análogos, não existe um esboço de classificação dos problemas senão 
que, como consequência de não utilizar uma álgebra simbólica, senão 
geométrica, o tratamento de cada problema depende da estrutura geométrica 
particular do mesmo. 
Os gregos somente estudaram o movimento uniforme (os movimentos 
irregulares dos corpos celestes foram reduzidos a combinações de movimentos 
uniformes) e não discutiram os fenômenos de mudança ou variabilidade em 
termos quantitativos, nem a velocidade enquanto quociente s/t e muito menos 
a velocidade instantânea foram introduzidas na antiguidade. 
As idéias cinemáticas foram excluídas totalmente do reino da matemática pura. 
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Com todos estes dados, podemos concluir que o pensamento matemático da 
Antiguidade não criou nenhuma noção geral de quantidade variável 
nem de função. 
No campo das aplicações, principalmente na astronomia, onde os métodos 
quantitativos de busca tem seu maior desenvolvimento, o objetivo principal 
foi a representação, sob a forma de tabelas, de funções concebidas como 
relações entre dois conjuntos discretos de quantidades constantes dadas. O 
pensamento grego esteve longe, em geral, da concepção cinemática de uma 
quantidade "fluente", característica do cálculo infinitesimal dos séculos XVII, 
XVIII e XIX. 
A queda da civilização grega e a contribuição da 
época medieval 
Aproximadamente no princípio da era cristã, a atividade matemática deçlinou 
rapidamente. Isto ocorreu devido a acontecimentos históricos impossíveis de 
separar da matemática ou de qualquer outra ciência. 
O primeiro desastre foi o advento dos romanos que segundo Kline,M. (22) 
tiveram um único papel na história da matemática: o de ser agentes de 
destruição. 
O período durante o qual os romanos figuram na história compreende os anos 
que vão desde aproximadamente 750 a.C. até 476 de nossa era, mais ou menos o 
mesmo período durante o qual floresceu a civilização grega. 
Além disso os romanos estiveram em contato com os gregos a partir do ano 200 
a.C.; e assim nesses onze séculos não existiu nenhum matemático romano. 
Entre os romanos o termo "matemáticas" caiu em desgraça porque os astrôlogos 
recebiam o nome de mathematici e a astrologia foi condenada por seus 
imperadores. 
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Os romanos eram um povo prático e faziam alarde de sua praticidade . O melhor 
reflexo da atividade matemática deste povo está dado por Ckerón (orador, 
político e literato romano do ano 75 a.C.); 
" Os gregos deram ao geômetra a mais alta honra e de acordo com isto nada 
tinha um progresso mais brilhante que a matemática. Mas nós estabelecemos 
como limite desta arte sua utilidade para medir e contar" 
A aparição do cristianismo não teve consequências afortunadas para a 
matemática: os chefes cristãos se opuseram ao ensino pagão; ridicularizaram a 
matemática, a astronomia e a física e proibiu~se os cristãos de contaminar-se 
com os ensinamentos gregos. Os matemáticos gregos foram esquecidos, mas o 
fruto de seus trabalhos chegou a Europa por outros caminhos. 
Os sucessores dos gregos na história da matemática foram os hindus (até o ano 
1200 aproximadamente): realizaram contribuições na aritmética, utilizando a 
notação posicional em base 10; trabalhando livremente com os irracionais e 
introduzindo os negativos, em geometria não realizaram avanços notáveis 
como também não, na trigonometria. 
Ao mesmo tempo os árabes retornaram ao trabalho algébrico fundamentado 
na aritmélica (os gregos o haviam desvirtuado ao requerer uma base 
geométrica) e a fizeram avançar por vários caminhos (também os hindus). 
Apesar disso, a respeito da funcionalidade, tanto hindus como árabes não 
aportaram novos desenvolvimentos. O número de funções que utilizaram 
aumentou e aperfeiçoaram os métodos para estudá-las: por exemplo, 
aperfeiçoaram~se os métodos para tabular as funções trigonométricas, 
utilizando a interpolação quadrátka em lugar da linear. Os árabes não 
produziram grandes conhecimentos matemáticos, o que fizeram foi absorver a 
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matemática greg·a e hindu e conservá-la para tansmiti-la na Europa. 
Youschkevitch, A. (36) destaca que teve progressos feitos pelos árabes na 
álgebra, principalmente na resolução de equações cúbicas com o uso de 
interseções de cônicas. Logo depois disto, se produziram progressos em ótica c 
em astronomia, com exceção de um fato que se considera marcante: a análise do 
movimento acelerado por Al-Biruni (século Xl). 
Apesar disso, a análise e as idéias de AI-Biruni não exerceram grandes 
influências sobre seus sucessores. A noção de função aparece pela primeira 
vez sob uma forma geral, três séculos mais tarde, nas escolas de filosofia 
natural de Oxford e Paris (século XIV). 
Em Oxford se destacam Swineshead(Século XIV), Heytesbury (Século XIV) e 
Dumblelün (Século XIV) que comparando movimenws uniformes e movimentos 
uniformemente acelerados, estudam a taxa uniforme de mudança, 
desenvolvendo perto de 1330 o teorema de Mertón: 
" Se um corpo se move com movimento uniformemente acelerado, a distância 
percorrida será a mesma que a percorrida no mesmo tempo com movimento 
uniforme e a uma velocidade igual a da metade do tempo (velocidade média 
entre as velocidades inicial e final do recorrido)" 
Discutiu-se longamente sobre o conceito de "forma" ou "qualidade" (atributos 
que admitem variação em intensidade e que, de forma geral, mudam 
continuamente entre certos limites dados) aplicados ao estudo da natureza e 
que possuem intensidade mensurável, estudando assim a quantificação das 
formas variáveis. Introduzem-se conceitos tais como a velocidade instantânea, 
a aceleração, e a quantidade variável concebida como sendo um fluxo 
qualitativo. 
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A idéia de que as leis quantitativas da natureza são leis do tipo funcional foi 
amadurecendo pouco a pouco na filosofia natural. 
Na França a doutrina da intensidade das formas e sua parte mais importante, a 
rinemática, desenvolve-se em direção da geometria e é Nirolús de Oresme 
(século XIV) seu máximo representante. 
Na metade do século XIV, Oresme desenvolve a teoria das latitudes das formas. 
Este bispo francês escreve: 
" ... !\dimensão dos fenómenos está submetida a múltiplas variaçües e a dita 
multiplicidade é dificilmente discernível se seu estudo nao se remete ao estudo 
de figuras geométricas ... Tudo o que varia, saiba-se medir ou não, o pode-se 
imaginar como uma quantidade comínua representada por um segmento 
retilíneo" 
E aqui encontramos a novidade de Oresme, a noçfto de gráfico como elemento 
descritivo de uma qualidade para facilitar a compreensão da variação de um 
fenômeno, o que ele chama de representação gráfica "das intensidades e das 
qualidades", germe de nossa representação de funçôes. 
Oresme procede assim: pega um segmento AB horizontal e elege o ponto B como 
a origem, este segmento representa o tempo e a cada tempo correspondc um 
ponto, a distáncia do ponto a origem, chama-se longitude. 
A oooooooooooo B 
A intensidade ou a amplitude do fenômeno estudado é representado pela 
latitude através de segmentos perpendiculares a AB: a longitude de cada 
segmento deve-se imaginar-se, disse Oresme, como a intensidade do fenômeno. 
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A diferença entre duas latiludes sucessivas se chama grau de amplitude 
(excessus graduum) e é uma medida de variabilidade. Se o excessus gradum 
varía, os pontos extremos das latitudes já não se situarào sob uma reta senao 
~obre uma curva. A qualidade, forma ou propriedade é representada de acordo 
com a variação da intensidade a respeito do tempo. Mas esta variação não se 
percebe como na geometria analítica pela curva descrita pelos pontos de 
longitude e Jatilude dadas, senão pela figura total, isto é, a área que determina 
esta curva, o eixo das longitudes e as intensidades inicial e final, que Oresme 
chama "figura" e que representa a "qualidade" dada. 
Youschkevilch (36) conclue que estas teorias (surgidas de Oxford e Paris), 
desenvolvidas no século XIV, parecem fundadas sobre uma utilizaçào 
consciente de idéias gerais de quantidades, cada uma sendo designada por um 
termo em particular. A latitude de uma "qualidade" é interpretada de uma 
maneira geral como sendo uma quantidade variável dependendo de sua 
longilUde e a "linha de soma" ou "linha de intensidades" ( linha engendrada 
pelas exlremidades superiores das latirudes) é compreendida como sendo a 
representação gráfica de uma certa relação funcional contínua. Assim, nestas 
teorias, uma função é definida, seja por sua descrição verbal de sua 
propriedade específica, seja diretamente por um gráfico. 
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Na linguagem atual da matemática, a latitude e a longitude podiam ser 
denominadas como a ordenada e a abscissa, mas com um cuidado especial: as 
coordenadas utilizadas no século XN foram sempre para os pontos de uma 
curva dada mais que para os pontos arbitrários de um plano. 
Vemos como Oresme exclue os números em seu tratamento (utilizando linhas ou 
segmentos para representar a intensidade de uma magnitude) por causa da não 
continuidade dos números. 
Oresme realiza uma classificação das "qualidades lineares": 
a) as qualidades uniformes com uma latitude constante e a linha das 
intensidade paralelas à linha das longitudes (correspondente a nossa função 
constante). A figura correspondente é um retângulo: 
b) as qualidades uniformemente disformes (correspondentes a nossas funções 
afins) e cuja representação gráfica é um triúngulo retângulo ou um trapézio. 
A Ulffiirrur,Lh /] A [ill[[JJ[[ ]JIIJ [] 
Oresme define estas últimas da seguinte maneira: 
"A qualidade uniformemente disforme é aquela para qual, dados três pontos 
quaisquer, a razão da distância do primeiro ao segundo pela distância do 
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segundo ao terceiro é igual a razão do excesso de intensidade do primeiro sobre 
o segundo ao excesso de intensidade do segundo sobre o terceiro". 
A esta descrição verbal corresponde nossa equação de uma reta passando pelos 
dois pontos dados (a,b) e (c,d): 
y-b x-a 
d-b c-a 
c) as qualidades despadronizadas que são as que não correspondem aos gêneros 
anteriores. 
Em referência ao movimento uniformemente acelerado, Oresme desenha um 
gráfico velocidade-tempo em que os pontos de uma reta horizontal 
representam os sucessivos instantes do tempo (longitudes) e para cada um 
destes instantes traça um segmento (latitude) perpendicular pelo ponto à reta 
de longitudes, cuja longitude representa a velocidade nesse instante. Os pontos 
superiores de tais segmentos estão sobre uma reta, que forma com a reta de 
longitudes e com as latitudes extremas um trapézio cuja área é coberta por 
todos os segmentos de velocidade. Como a área deste trapézio equivale a 
distância percorrida, deduz Oresme que a velocidade no ponto médio do 
intervalo do tempo é a média das velocidades nos instantes inicial e final, isto é, 
obtém uma verificação geométrica do teorema de Merton. 
Oresme não justifica o por quê da área sob o gráfico velocidade-tempo 
representa a distância recorrida. É possível que o assumira como uma 
generalização imediata do caso da velocidade uniforme, ou talvez , na linha da 
"composição" de Arquímedes e dos futuros "indivisíveis" de Cavalieri, B. 
(Século VI) 
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considera~se a área como a justaposição dos segmentos verticais, ou em linha 
dos posteriores desenvolvimentos infinitesimais de Roberval,G. (Século XVII), 
pensa-se a área como formada por retângulos muito finos de altura uma 
velocidade constante atuando durante um instante muito pequeno. 
Alguns historiadores se inclinam pela hipótese de que a área sob a curva está 
constituída por um grande número de segmentos verticais que Cavalieri,B., no 
século XVII, chamaria indivisíveis, que representam cada um uma velocidade 
contínua para um tempo muito pequeno e cuja soma corresponde a área citada. 
Outros supõem que nas conclusões de Oresme, as considerações infinitesimais 
estão somente implícitas. 
Nos séculos XV e XVI a teoria das latitudes das formas possui um papel 
importante sendo expostas nas universidades, mas as aplicações de seus 
métodos a física e a mecánica não vão mais além de problemas isolados. Isto 
torna possível concluir que no século XIV, a idéia de relação funcional se 
desenvolve sem real dimensão e somente em seu princípio. 
A consideração por parte de Oresme das coordenadas cartesianas não é uma 
novidade já que Apolonio (Século li a.c) e outros matemáticos e geógrafos 
gregos haviam utilizado algum sistema de coordenadas. A verdadeira inovação 
de Oresme é a representação gráfica de uma quantidade variável mediante 
coordenadas, mesmo que se limitara as funções afins. Oresme realiza inovaçües 
na representação gráfica de uma função mas parece mais interessado na área 
sob a curva traçada que pelo estudo analítico da mesma curva. As preocupações 
de Oresme se situam mais no aspecto da variação do fenômeno, representada 
pela curva, que na relação analítica entre o gráfico e o fenômeno estudado. 
Neste sentido, podemos dizer que Oresme se acercou mais ao Cálculo 
infinitesimal que a geometria analítica, 
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Mas existem outros aspectosrelacionados com o conceito de função e com os 
máximos e núnimos que o situam na linha do infinitesimal. 
Movendo-se em um nível intuitivo, Oresme adverte que em uma figura curva 
as latitudes que correspondem aos pontos onde a curva começa a ascender 
crescem de forma rápida. Mas este aumento, medido pelo chamado grau de 
amplitude (excessus graduum), vai continuamente diminuindo a medida que 
ascendemos, isto é, a medida que nos aproximamos do máximo, em cuja 
vizinhança desaparece quase totalmente. Parece advertir-se nesta análise uma 
observação intuitiva em torno ao problema da tangente e a correspondente 
condição necessária de extremo, embrião das considerações de Kepler, J. ( 1571-
1630) sobre os máximos e os mínimos. 
Apesar disso, é importante destacar que os filósofos naturais do século XN tem 
chegado mais longe na generalização e na abstração que todos os predecessores 
em conjunto. Obterorn resultados muito significativos para a matemática: a 
existência de figuras ilimitadas com área finita e a divergência da série 
harmônica (Oresme). Não existe nas representações de Oresme a expressão 
geral de dependência entre duas varü\veis. 
Passaram três séculos para ter com Descartes,R, Fermat, P, e Galileo Galilci 
uma clara generalização: a utilização do plano cartesiano ilimitado, com dois 
eixos, (em Oresme era limitado e com um só eixo de referência: um segmento e 
as pequenas barras construídas sobre esta base). 
Um momento decisivo para o desenvolvimento posterior da teoria de funções 
deveu-se a criação da álgebra simbólica e ao mesmo tempo a extensão do 
conceito de número. Estas foram as preliminares à introdução do conceito de 
função como uma relação entre dois conjuntos de números (mais de que 
relação de quantidades) e para uma representação analítica das funções por 
fórmulas. 
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Uma das contribuições importantes na álgebra se deveu a Vieta,F. ( 1540-1603) 
quem estudando as obras de Cardano,G.(ISOl-1576), Tartaglia, N.(l4997-1557), 
Bombelli, R. (Século VI), Stevin, S. (Século VI) e Diofanto (Século III), tirando 
delas e em particular a de Diofanto a idéia de empregar letras. Apesar de que 
uma série de matemáticos, incluindo Euclides e Aristóteles, haviam usado letras 
em lugar de números específicos, estes usos não eram freqüentes senão 
esporádicos e incidentais. Vieta foi o primeiro em empregar as letras 
sistematicamente não somente para representar uma incógnita senão como 
coeficientes gerais. Habitualmente utilizava as consoantes para as quantidades 
conhecidas (parâmetros) e vogais para as desconhecidas. Os coeficientes 
literais os utilizava para representar somente números positivos. 
Apesar disso, o criador da nova álgebra não utilizou seu descobrimento para 
"fazer avançar" o conceito de função: pensar em termos de função não foi 
característica de seu espírito (Youschkevitch, A.). 
O simbolismo de Vieta,F. tinha numerosas insuficiências e foi melhorado e 
aperfeiçoado por Descartes,R., Newton, I., Leibnitz,G., Euler,L. e outros. 
O período moderno 
As contribuições de Galileo (1564-1642), Descartes, R. 
(1596-1650) e Fermat, P. (1601-1665) 
Na sua filosofia, GaliJeo interrompeu o especulativo e o místico em favor de 
uma visão da natureza mecânica e matemática e pensava que os problemas 
científicos não deviam comprometer-se nem obscurecer-se com argumentos 
teológicos. 
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Galileo, igual a Descartes, estava convencido de que a natureza era desenhada 
matematicamente: a natureza é simples e ordenada e seu comportamento é 
regular e necessário. 
Galileo pensava que a matemática começavam com axiomas (verdades claras e 
evidentes) e a partir deles se passa a estabelecer novas verdades mediante 
raciocínios dedutivos (forma de pensamento que se remonta a Aristóteles, 
quem também buscava uma estrutura dedutiva para a ciência) e que este é um 
modelo que devem seguir as outras ciências. Mas Galileo se separou 
radicalmente dos gregos, dos científicos medievais e inclusive de Descartes em 
seu método para obter primeiros princípios. Os pré-galileanos e Descartes 
acreditavam que a mente proporcionaria os princípios básicos; não havia mais 
que pensar em qualquer classe de fenômenos e a mente reconheceria 
imediatamente as verdades fundamenlais. 
Quando os gregos e medievais realizavam observações experimentais que não 
concordavam com os princípios fundamentais estabelecidos a priori 
inventavam explicaçües especiais para preservar os princípios e explicar, 
mesmo assim, as anomalias. Galileo dizia que estes homens primeiro decidiam 
como devia funcionar o mundo e logo adaptavam o que viam a seus princípios 
pré-concebidos. 
Galileo decidiu que na Física, em contraposição ao que ocorria em matemática, 
os primeiros princípios devem proceder da experiência e da experimentação. O 
caminho para obter os princípios básicos é prestar atenção no que diz a 
natureza mais do que prefere a mente. 
Descartes afirmava que os acontecimentos que provêem dos sentidos somente 
podem conduzir ao engano, mas a razão penetra através destes enganos. 
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Galileo era uma figura de transição no que se refere a experimentação. Ele, 
como Isaac Newton cinqüenta anos mais tarde, acreditava que alguns poucos 
experimentos críticos podiam proporcionar princípios fundamentais 
corretos. Além disso, muito dos experimentos de Galileo eram na realidade 
"mentais", isto é, confiava na experiência comum para imaginar o que 
ocorreria se realizasse um experimento. 
Apesar de tudo, Galileo tinha algumas idéias pré-concebidas a respeito da 
nalureza, o que fazia confiar que alguns experimentos lhe bastariam. 
Galileo formulou mui los princípios metodológicos referidos a investigação 
cientifica, um deles, o de utilizar a matemática mas de uma forma especial. 
Diferentemente dos aristotélicos e dos últimos científicos medievais que se 
haviam ancorados na consideração de qualidades que estimavam fundamentais, 
Galileo propôs buscar axiomas quantitativos. 
Pensemos num exemplo: os aristotélicos diziam que uma bola cai porque tem 
peso, que cai até a terra porque todo objeto busca seu lugar natural, e que para 
os corpos pesados o lugar natural é o centro da terra. Estes princípios são 
qualitativos. Inclusive a primeira lei de Kepler , a de que a trajetória dos 
planetas é uma elipse, é de caráter qualitativa. Em contrasle, consideramos a 
afirmação de que a velocidade {em pés por segundos) com a que cai uma bola é 
32 vezes o número de segundos que demora para cair, ou em símbolos v=3Zt, é 
uma afirmação quantitativa. 
Galileo pretendia buscar axiomas quantitativos e esperava deduzir alguns 
novos por meios matemáticos. Estas deduções também proporcionariam um 
conhecimento quantitativo, sendo a matemática o meio essencial para 
consegui-las. 
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Agora, o conhecimento que busca Galileo se diferencia dos aristotélicos, que 
buscavam a explicação das causas da ocorrência de certos fenômenos. Galileo 
buscava descrever o fenômeno e não buscar as causas do mesmo. No exemplo 
anterior, os aristotélicos ao explicar que um corpo cai porque tem peso, buscam 
a causa efetiva da queda, enquanto que a afirmação de Galileo a respeito da 
velocidade (v,32t) não explica porque cai a bola, senão como muda a 
velocidade com o tempo. 
Galileo disse que estudara e demonstrara algumas propriedades do movimento 
sem considerar quais podem ser suas causas. 
Com Galileo se observa uma ruptura essencial em relação ao trabalho no campo 
científico: uma passagem do estudo qualitativo ao estudo quantitativo dos 
fenômenos. 
Esta postura de Galileo foi muito criticada, inclusive por Descartes, que 
afirmava que todas as conclusões de Galileo a respeito dos corpos que caem no 
espaço vazio estão construídas sem fundamentos: deveria determinar primeiro 
a natureza do peso. 
Entretanto, o que os aristotélicos haviam dito em termos de qualidades tais como 
fluidez, rigidez, essências etc, Galileo escolheu um conjunto de conceitos 
totalmente novos, dos quais além disso eram mesuráveis de modo que suas 
medidas podiam relacionar-se mediante fórmulas. Alguns deles são: distância, 
tempo, velocidade, aceleração, massa, ... 
KHne,M. (22) afirma que o programa proposto por Galileo era tão fone que foi 
aceito por importantes personagens posteriores como Newton. Newton afirma 
que é necessário realizar experimentos para obter as leis básicas e que depois 
deveriam deduzir-se novos feitos a partir destes princípios (certamente, 
princípios quantitativos). 
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Como a ciência se tornou muito dependente da matemática, quase subordinada a 
ela, foram os científicos quem estenderam o campo e as técnicas da 
matemátka e a multiplicidade de problemas que proporciono a ciência, 
proporcionou aos matemáticos muitas e profundas direções de trabalho 
uiativo. 
Kline,M. (22) continua explicando que o primeiro avanço matemático que se 
obteve das investigações científicas realizadas de acordo com o programa de 
Galileo veio do estudo do movimento, problema que absorveu a matemáticos c 
científicos do século XVII. 
As trajetôrias dos projéteis, seus alcances, a altura a que podiam chegar, o 
efeito da velocidade da boca da arma sobre a altura e o alcance do projétil, eram 
questões básicas, e os príncipes de então, como as nações hoje em dia, 
investiam grandes somas de dinheiro em suas soluções. 
Do estudo do movimento obteve a matemática um conceito fundamental, que 
foi central em todo o trabalho dos duzentos anos seguintes: o conceito de 
função ou de relação entre variáveis. 
Este conceito atravessa todo o texto de Galileo, "Duas novas ciências", 
expressando as relações funcionais em palavras e a linguagem das proporçôes. 
Muitas das funções introduzidas durante o século XVII foram estudadas em 
primeiro lugar como curvas, antes de que o conceito de função fosse 
totalmente identificado (algumas delas: logx, senx e ax). 
Ê relevante que as antigas e as novas curvas fossem introduzidas mediante 
movimentos. Nessa época grega, poucas curvas, como a quadratriz e a espiral 
de Arquímedes, estavam definidas em termos de movimento, mas naqueles 
tempos tais curvas estavam fora dos limites da matemática legítima. 
27. 
Podemos concluir a referência a Galileo com uma menção de René de Cotret,s.1: 
"Galileo teve o desejo de relacionar de forma funcional as causas e os efeitos e 
esta necessidade foi um fator essencial na concepção de variável dependente". 
Temos dito que até fins do século XVI, as funções foram introduzidas sem 
apelar a um método analítico (fórmulas e equações). 
Deveram passar muitos anos para que, inspirados pelo desenvolvimenlO da 
álgebra simbólica e as concepções das leis quantitativas da natureza como 
relações funcionais entre valores numéricos de quantidades físicas, este novo 
método de introdução das funções começara a nascer. 
Um dos principais papéis do conceito de função é o de proporcionar uma 
expressão da forma geral de uma mudança dependendo do outro. É por esta 
razf\o que o conhecimento de correspondências entre certos valores 
específicos não são suficientes para estabelecer a dependência, já que esta 
deve englobar a todos os valores. Assim, a expressão, a representação de um 
vínculo funcional é muito importante porque é a que permite estabelecer a 
dependência entre os elementos que variam. 
Fermat e Descartes, independentemente um do outro, aplicaram a nova álgebra 
a da geometria, apresentando o método analítico de introdução das funçoes. 
Fermat , para suas investigações com curvas, partiu da obra dos geômetras 
gregos, sobretudo de Apolonio, afirmando seu propósito de inaugurar um 
estudo geral dos lugares geométricos que os gregos não haviam chegado a 
realizar. Não se sabe com certeza a forma em que evolucionaram as idéias de 
Fermat sobre a geometria analítica: apesar de estar familiarizado com os 
l-Rene úe C0\11.'1, S. '"lln etuúe sur k.-s represcntalions J,!r.lphiques llu moun~menr·. 1\.>lil X, 17, fl'l!o!S..'i-l7. 1 'JIHI. 
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trabalhos de Vieta onde se utilizava a álgebra para a solução de certos 
problemas geométricos, o mais provável é que traduzisse diretamente os 
resultados de Apolonio a uma forma algébrira.Fermat considera uma curva 
qualquer e um ponto genérico J sobre ela. 
A posição de J vem fixada pela longitude A, medida desde o ponto O sobre uma 
linha de base a um ponto Z, e a longitude E deZ a J. Fermat emprega o que hoje 
chamamos coordenadas oblíquas, apesar de que não aparece explicitamente 
nenhum eixo de ordenadas nem se emprega coordenadas negativas. 
Fermat havia exposto com anterioridade seu princípio geral: 
''Sempre que em uma equação seencontrem duas quantidades incógnitas, temos 
um lugar geométrico, cujo extremo descreve uma linha reta o curva". 
Na figura anterior, A e E são variáveis, ou seja a equação em A e em E é 
indeterminada. Aqui usa Fermat a idéia de Vieta de representar com uma letra 
toda uma classe de números. 
Fermat também dá várias equações algébricas em A e em E e analisa as curvas 
que descrevem. 
Fermat escreve as equações das retas e de certas curvas de segundo grau 
(cônicas). 
A variável é a simbolização que permite representar o vínculo que existe entre 
diferentes valores de um objeto que varía. A função é o vínculo entre 
diferentes variáveis. 
29. 
A idéia de introduzir analiticamente uma função é desenvolvida com mais 
detalhe por Descartes em seu célebre" A Géométrie" (1637). Neste livro 
Descartes resolve problemas geométricos mediante a álgebra e somente de 
forma gradual vai surgindo a idéia da equação de uma curva. 
Com a ajuda de álgebra, Descartes resolve problemas clássicos: problemas de 
construção determinados (uma única solução) e problemas indeterminados 
( têm muitas longitudes como soluções possíveis). Os extremos de todas estas 
longitudes formam uma curva, e aqui, segundo Descartes, " se pede também 
descobrir e traçar a curva que contém todos estes pontos". 
Esta curva vem descrita pela equação indeterminada final que expressa as 
longitudes incógnitas (y) em termo das longitudes arbitrárias (x). 
Descartes escreve: 
" Tomando sucessivamente infinitas magnitudes para a linha y, encontraremos 
também infinitas magnitudes para a linha x e assim teremos uma infinidade de 
diversos pontos pelo meio dos quais descreveremos a curva pedida". 
Aqui, pela primeira vez e de forma muito clara, aparece a idéia de que uma 
equação em x e y é um meio para introduzir uma dependência entre 
quantidades variáveis de maneira a permitir o cálculo de valores de uma delas 
correspondendo aos valores dados da outra. 
Segundo Kline,M. (22), o acento que a posteridade tem posto na ''La géométrie" 
não é o que interessava a Descartes. Apesar da idéia sobressalente no futuro da 
matemática era a de associar equação e curva, para Descartes isto não era mais 
que um meio para um fim: A solução de problemas de construções geométricas. 
A ênfase de Fermat nas equações de lugares geométricos é, desde o ponto de 
vista que nos interessa, mais oportuno. 
30. 
maneira que suas coordenadas não são como para nós ou para Oresme pares de 
números. Enquanto Oresme representava um fenômeno mediante o gráfico da 
lei correspondente, obtendo uma curva que ilustrava geometricamente a 
relação de dependência entre duas variáveis, a Descartes não lhe interessavam 
os lugares de pontos que satisfaziam uma equação dada, senão a possibilidade do 
construir esses pontos. 
A Matemática do século XVII apresenta uma inflexão radical ao respeito da 
clássica grega. O paradigma estilístico e demonstrativo que impôs a filosofia 
platônica é violado pelo princípio de que o que importa é a consecução de 
novos resultados, apesar de ser sem expressão rigorosa. A introdução das 
funções sob a forma de equações produz uma revolução no desenvolvimento da 
matemática. 
O conceito de função segundo Newton,!, (1670), Leibnitz, G. 
(1673-1694), Bernoulli, J. (1694-1718) e Euler, L. (1748) 
Com Roberval, Barrow,G. e Newton,I. (discípulo de Barrow), o conceito de curva 
como a trajetória de um ponto móvel obtém reconhecimento explícito e 
aceitação. 
Newton expressa: 
"Considero as quantidades matemáticas neste ponto não como constituídas por 
muito pequenas partes, senão como descritas por um movimento continuado. 
As linhas ( curvas) estão descritas, e assim geradas, não pela justaposição de 
partes senão pelo movimento continuado de pontos. Esta gênese tem lugar na 
natureza das coisas, e se vê diariamente no movimento dos corpos". 
31. 
Barrow e Newton elegeram o tempo como noção universal e interpretaram as 
variáveis dependentes como quantidades que fluem de forma contínua e que 
possuem uma velocidade de mudança. A uma quantidade variável lhe chama 
"fluente" e a sua mudança relativa "fluxão". Newton trabalha sobre o problema 
fundamental do cálculo: dada uma relação entre dois fluentes, obter a relação 
entre suas fluxões e reciprocamente. As duas variáveis das que se dá a relação 
podem representar qualquer quantidade; apesar disso pensa nelas como 
dependentes do tempo (porque, como destaca, é uma forma de pensar úl11, 
apesar de não necessária). 
As noções de base do trabalho de Newton partem da cinemática, mas em 
seguida se desprende desta e o método das fluxões é desenvolvido para as 
fluentes, expressadas analiticamente sob uma forma finita ou como somas de 
séries infinitas( frações decimais da análise matemática). 
Parece ser que a definição mais explícita do conceito de função no século XVII 
foi dada por ]ames Gregory em sua "V era Circuli et Hyperbolae Quadratura", em 
1667. Definiu uma função como uma quantidade que se obtém de outras 
quantidades mediante uma sucessão de operações algébricas ou mediante 
qualquer outra operação imaginável. Com esta última frase, quer dizer que é 
necessário somar as operações da álgebra uma sexta operação que ele define 
como a passagem ao limite. 
O conceito de função de Gregory, ]. não se conservou, apesar de que houvesse 
resultado muito restringido, ao utilizar-se, cada vez mais, a representação de 
funções mediante séries. 
Newton considerava as séries como inseparáveis de seu método das fluxões, já 
que a única maneira em que podia governar as funções algébricas 
minimamente complicadas e as funções transcendentes era desenvolvendo-las 
em séries e derivando ou integrando termo a termo. 
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Leibnitz, os Bernoulli e Euler confiavam no uso das séries para seus trabalhos e 
somente gradualmente os matemáticos da época foram descobrindo como 
trabalhar as funções elementais como expressões analíticas simples. 
Não obstante as séries. eram a única representação para certas funções e o meio 
mais eficaz para operar com as funções transcendentes elementares. 
Leibnitz também desenvolveu as noções básicas do cálculo diferencial e 
integral a partir da geometria das curvas. 
A palavra "função" aparece pela primeira vez na obra de Leibnitz mas este 
não o utiliza para designar a relação formal que vincula a ordenada de um 
ponto de uma curva com sua abscissa. Apesar disso, Leibnitz administra o 
conceito geral de função que denomina "relaHo". 
Leibnitz utilizava o conceito de função para representar qualquer quantidade 
que varia de um ponto a outro de uma curva (por exemplo, a longitude da 
tangente, da normal, da ordenada). A curva mesma se dizia dada por uma 
equação. 
Leibnitz introduziu também o uso dos termos "constantes" e "variáveis" (termos 
que mais adiante, com L'Hopital,G. (1661-1704) são definidos em forma precisa) 
e dos termos "coordenadas" e "parâmetro" entendendo por este último a uma 
quantidade ou um segmento constante arbitrário. 
Leibnitz classifica as funções em algébricas e transcendentes. Define as 
primeiras como as que podem ser representadas por uma equação de certa 
ordem e as transcendentes como as que não são algébricas (se representam por 
equações de ordem indefinida ou infinita). 
A definição das funções transcendentes dada por Leibnitz aparece em quase 
todos os livros textos, mesmo os de nosso tempo. 
Enquanto a propriedade intrínseca das funções analíticas complexas 
transcendentes somente será estabelecida na metade do século XIX. 
33. 
Trabalhando com funções, Jean Bernoulli já em 1697, falava de uma 
quantidade formada, de qualquer maneira possível, de variáveis e constantes; 
com "qualquer maneira" queria dizer formada por expressües algébricas ou 
transcendentes. Ainda não é utilizado o termo "função" (1696). 
Somente dois anos mais tarde, adotou a frase de Leibnitz "função de x" para 
esta quantidade. 
A primeira definição explícita de uma função como expressão analítica 
aparece em um artículo de]. Bernoulli, publicado em 1718: 
"Se chama função de uma quantidade variável a uma quantidade composta de 
qualquer maneira que seja desta quantidade variável e de constantes" 
Quanto a notação , Jean Bernoulli escrevia X para uma função geral de x, 
apesar de que em 1718 mudou para ox. Leibnitz estava conforme com esta 
notação mas também propôs x1, x2 para diferentes funçôes de x, utilizando o 
super·índice quando se trabalhara com várias funções. 
A notação f(x) foi introduzida por Euler em 17 34. 
Na sua definição, Bernoulli não dá nenhuma indicação sobre a maneira de 
constituir as funções a partir da variável independente. Mas, pela época, pode 
pensar·se que se está referindo a expressões analíticas das funções. 
Um aluno de]. Bernoulli, Leonard Euler, produz um desenvolvimento essencial 
no conceito de função. Em seu livro "Introduction a 1' analyse infinitésimale", 
publicado em 17 48 e traduzido para o francês em 1797, realiza um estudo mais 
detalhado deste conceito. 
Euler começa definindo as noções iniciais: constante e variáveis. 
34. 
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Vemos como Euler define quantidades constantes "as quantidades 
determinadas que conservam sempre o mesmo valor" e quantidades variáveis 
"a quantidades indeterminadas, ou se quer, a uma quantidade universal que 
compreende todos os valores determinados". Logo prossegue dizendo que "uma 
quantidade variável se torna determinada quando se atribui-lhe um valor 
determinado qualquer (podendo ser números positivos, negativos, inteiros e 
fracionários, irracionais, junto com o zero e os números imaginários)". 
Euler utilizou várias definições no transcurso de seu trabalho. Uma delas 
encontra-se também no começo de sua obra anteriormente citada: 
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"Uma função de uma quantidade variável é uma expressão analítica composta, 
de qualquer maneira que seja, desta mesma quantidade de números ou 
quantidades constantes" ... " Uma função de variável é então também uma 
quantidade variável". 
Observamos que Euler mudou, em relação a definição dada por seu professor 
Bernoulli, a palavra "quantidade" por "expressão analítica". 
Nesta definição Euler engloba aos polinômios, as séries de potências e as 
expressões trigonométricas e logarítmicas. 
37. 
Youschkevitch,A,(36) indica que é importante destacar que Euler tem sido o 
primeiro em tentar responder a questão de saber qual é a importância do termo 
"expressão anaHUca", isto é, quais métodos para sua formação são realmente 
significativos (problema ao qual Grcgory, ]. já havia tentado dar uma resposta 
no século XVII). 
Dá uma definição de função algébrica como aquela em que somente estão 
permitidas as operações algébricas sobre a variável independente c distingue, 
alem disso, duas classes de funções algébricas: A funçào racional que implica 
as quatro operações aritméticas habituais c a função irracional, que inclui a 
radicação. 
Euler distingue as funções algébricas das transcendentes dizendo que estas 
últimas supõem para sua formação operações transcendentes (as 
trigonométricas, a logarítmica, a exponencial, as potências de expoente 
irracional e certas integrais). 
Logo considera por separado as funções implícitas c explícitas c distingue as 
funções que tem uma só imagem das que podem ter mais de uma imagem para o 
mesmo valor da variável independente (uniformes c multiformes). 
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nomUrc dcs fonél:ions_ algébril]UCS ou non. li y a auHi dcs 
GéomCtrcs. (jlli onr mieux aimé donncr aux puiflànccs 
de :C, .tlont lcs cxpofans ~toicnt dcs nombrcs irroati~uncis, 
comm~ \'"' 1 , lc llOijll. de fonélions imcrfcemlant~s, que cclui 
de fonéiions algCbriq"ucs. . ' 
8. Les /unc1io_rzs _alglh.riqt/cs. fo flihdivifont tn ratiomtelüs ú 
pt irratiounellcs. Dáfl ,.-lês dunieres la varia h/e c fi aJieélée lÜ! 
radicdU.'<, & J,zn.s /e.s prcm~cres elle ll~tft cft poim d._ffi:c7~.-~t .. 
Par conféqucnr, lc_s (?nél:ions racionnclles n';ulm.cnrnt p;u 
d'autrcs opCradons ~ue. I' AJJiriq1~· ~. lot Souflraélion , la. 
1\-f.uhiJJiication ~ la· P1vilion. & I'Elé~a~ion al.IX _P~ifl~lllccs, 
dont cs cxpof.1ns funt dcs nombrcs cnucrs·; ;llUÜ, Jcs quan-. 
.. _, ....... , ~ 
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,u,:o•~Y~5! fooooé't.ioolS irratlonncllcs. · 
'"'·'•''' div'flnt commodlmcnt cd cJplic:i!Cs & Cll impliCius. 
·fOne dévcloppCcs au moycn .dcs rndicaux ~ 
•.. """ .donné dcs cxcmplcs , & lcs implicitcs dCpcn ... 
rCIQIUtii.Oil. dCs ftluations. A in li Z fera une fOuc-
icité de t, fi clle cll repréfcnrec par. 
q~~~:~~~~~f~:~r;!;.;;~<t~.~~~z, :-. bt 1• En cO C r, on nc pcut cn1 ~j Z, même en admcttant lcs ligues 
'I<Jegtc dcLpcrfellioi1. 
l,:.~lgCbrc n'cft pas cncqrc.parvcnue 
1 o. TI ,{:mr o{uitt! t'CIIltlt,Fu:r prinaj•alcmou lr1. di1•ijí'vn ,/(s 
fimNian.r t:11 unijVmit:S Ú Cll llmfi,jVrmc.L 
La (onélion uHiformc ,dl ccllc (JIIi ll'obticnt <ln'unc· feulc 
;·alcur t~l(lCrillÍnéc;, <]Uclq.uc valeu~· dércrminl·c IJU'on. donnc 
:1 la v~malJ!c_ ;,;:. ·La fonél..Lon muluformc cíl nllc tjlll, jlQ~I~· 
r:!Jal}\lC valcur dércrminéc l]U'on mcr ~~ la pbcc de la varia ... 
blc, donnc plulicurs valcurs dClCrminCc:. .. Tuurcs lc.'j fon(: ... 
tions ra[ionncllcs foit cntincs, (oit fraélionnai1<.:S, fl1nt dcS' 
fonélious uniformes, parcc <]UC ccs lÜitc:; d'cxprcJiions , 
tptCit]UC foit lc nombrc qu'on fubfl:iruc ~l la variablc, n'ob-
ticnllcnt qu'unc fculc valem; mais lcs fuuélions irration-
llcllcs funt tmncs multiformes, ;\ caufc de l';lmhig:uité ·de::;: 
figncs .radicau.x, & de la. double víl_icur. f]u'ils indiqu_cnr, _11 y 
a .1U01 panm Jcy fonéhons n.-mk-cnd.-wrc.<,· dt..--s .{onéhons 
unifol·mcs & multiforme,.., on \'Ctlt mt:mc adlllcllrc dc.o; hHIC-
tions i11Ítniriformcs; tcl fero i c 'are de (:crdc (1ui n:ponllroit 
au tinus \, c:tr il y a une· illlinirC d'arcs circubircs <pli ont 
tous fc mcmc li nus. Dans cc qui fui c nous fuppC!tCrons <]UC "ks 
kttrcs P, Q, R', S, T, ~c. rcpréfcn.tcnt d1acunc dcs fonc-:-
tions uniformeS de t· 
"A introductio" foi a primeira obra em que se estabeleceu o conceito de função 
como uma noção básica sobre a qual tratariam os dois volumes da mesma. 
Algo do espírito deste material pode extrair-se das observações de Euler sobre o 
desenvolvimento de funções em séries de potências. 
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f~~'!;~~ifi~;\i!J~fon8ions cn Séries injinics. 
·' I :1 ~ , • . • • 
: + Dt' -1~ &.c, cn nc 
, nc pcllt l'cpréfcnrcr 
fonélions irrarionncllcs 
-···ordinaircment_ pom Jes expri-
. ·.· · n fuppofc compofcc 
-' une fcmblable 1Crie 
.. , 
à'·'faire -connoltrc );t 
En' crfct, li la. naturc 
' cll: '.bien . déterminée' lorfl..)llC Ccttc 
fuivant lcs diflerentcs puifT:mccs 
à la formcA+B"{+ 
forme paroí't auffi la plus 
lc caraélcrc de toutcs Ic!.s 
an_trc? fo1_1élions, guoi<]~C I c non_1brc t..lcs, tcrmc~<> de. h Cu ire 
fort mfl111. Au rcfl:c, 1! cll: ·év1dcnr (jlllii\C loiH.'lwn t1on 
cnticrc de \ nc pcur_ êuc rcpréJCméc p:u un nombrc fln{ 
tlc tcrmcs de ccttc forre.: A -1- H t -t- C:(+ &c; c:tr fi 
cllc pouvoit l'~trc, cllc fcroit ·par, cela mên1c une IOnélion 
cmicrc; ex. fi. gucltJu'un dolltoit qu'cllc pUt êrrc cxprin,éc 
par une reli c féric d'un nombrp infini de tcmlcs, I e dévc .. 
Joppcmcnt m~mc Jc ~hatluc (onÜÍon nc lui biflCra ::ucun 
ddutc; mais pom· plus t c généraliré, nutre lc.o; pnifl:tncc.:. 
de t, <}lti. ont Jcs expof'j_ns pillitifs ~'\: euticrs, on doit 
admctrrc \.ics puinànccs lJUclcotH]Ucs. Ainli i\· nc rcllcr;t 
mtcun dm1tc, quc·tmttc fonél:ion de ;r IlC JliiiflC êuc nan-;-
fónnéc· cn une f~t·iC infirlic·,lc cettc forme: A( -l··llt' -1 ... 
C('-+- D(t, lcs cxpofans "',a, ?·, J, \.\:c. cxptÍillallt d~:i 
nomlncs quclconqucs. 
Afirma aqui que qualquer função pode desenvolver-se em uma série de 
potências, mas logo disse que "se alguém duvida de que qualquer função possa 
desenvolver-se assim, a dúvida ficará separada, desenvolvendo efetivamente a 
função . Mas para maior generalidade, além das potências inteiras positivas de 
z, também se admitirão termos com expoentes arbritários. 
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Deste modo, não deixaria nenhuma dúvida que toda função dez pode ser 
transformada em uma série infinita da forma: 
Azct + Bzf\ + CzY + DzÔ + ......... . 
onde os expoentes podem ser números quaisquer". 
Para Euler, a possibilidade de desenvolver todas as funções em séries de 
potências estava confirmada por sua própria experiência e a de todos seus 
contemporâneos. Efetivamente, a maioria das funções utilizadas na época de 
Euler eram analíticas (no sentido atual da palavra) no seu domínio de 
definição, a não ser para valores isolados. 
A definição de j. Bernoulli e de Euler de uma função como sendo uma expressão 
analítica cuja forma mais geral é uma série, foi aceita por numerosos 
matemáticos até que Lagrange,j. (Século XVIII) em seu "Theorie des fonctioncs 
analytiques" e logo em "Calcul des fonctions", chama função de uma ou várias 
variáveis a "toda expressão útil para o cálculo, onde ditas variáveis 
intervinham de qualquer maneira". 
introduit naturellement 1 'par rappoLt a\U. fonctions, la dis-
tinclion clcs quanÜtés .en variables e't constantes. 
Dans l'al:;kbre ordinairc ou-distingue simplement les quan~ 
tités en Conuucs ct cn incotinues, et on n coutumc tlc tlesigucr 
le.~ unes par lcs prcmihcs lettres tle l'alphahet, ct lcs aulres 
p<~r Ies tlernii::res. L'applicalion lle l'al~êhre à la tlu:orie d('s 
courhcs a fait J'ahonl t!i~tin&uer les quantités qui enlreut daus 
l'.~qunlion ll'unP. com·J,e en donné~g, tellcs que les axes, les pa· 
ramêll't!S, ele. ct en inúderminées, telle! que les coonlonu\:cs. 
Depui~ on a envisngê ces mêrues quantitt\s sous l'asl1ect plus 
naturelllc constanl.u.~ ct de variablcs; ct la considéralion des 
fonctious porte no.t.urcl!cment n rego.rllcr sous ce meme point 
1le vue les dilfercntcs fJ.UO.ntités qui lc3 composent. 
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Nous appcllcrons ~c simplemcot f~ U'one ou de 
plusieurs qu~olités, loutc c:o;prcssion de calcul (lans laquclle 
--ces uantités entreront d'une maniCre ( uelco JC, mê!ées ou. 
non avec nutres •tuantités regardées com me ayant dcs yalcur~ 
donnécs ct invnrinhlc~ 1 !amtis que !e~ ![unntité' de ·In fonction 
sont ccusécs pou-voir rccc\·oir toutcslcs nlcurs possibles. 
Nous dCsi:;ncrous ordinaircmcnt lcs -varinblcs dcs fonctions 
pOJr lcs i!cmio'~rcs lcttres de l'alpl!ahet x, y 1 etc., et les com.-
hn!P.s par les premihes a, b, c, etc. Et pour mnrrtncr unr) 
lOnction d'at~c ~eule l-õlriable com me s, D01L3 Ji!t·ons simplcJucn t 
vr~cLi,:cr cr:tc Hriah1e de la lcttrc caract~ri>tiquc f nu F; 
1uais lor3r1u'•m \'Nulm t!CsigneJ' la fuuction tl'unc IJUaulilé tl•.!ji, 
···~:11pnsÚJ .r e ce:te ,·ariahlc, comllle ,~.·• ou a+ b.r etc. , on 
l"l'tlt'crm~rn cctte !Jllantité entrl! llcux parenlhCscs. Ain.~i f x 
d~sio;nera 1m e fonclion tlc ~,f ( .t'), f ( ~~ + bs), etc., d0si-
~:-jP.ront úcs r~lnclious de ... ' de a+ h' ele. 
. ' 
Pot:r n:::rquc1' une fondion de rlelh: "ariah!cs imlépemlantes 
1 
comme ::, y, I!Ot\S écrirons f (.r, v1' ) , et ainsi des õlulre;. 
1
.,Lor.;rjue nem loudr•ms cmployer 1d'autrcs caractél·istiqut>s, 
.IOtl:l uuro1:s soin t!'·:n ~..-crlir. I 
'- I 
I 
Em "Cale ui des fonctions" ( 1806) Lagrange disse que as funções representam 
distintas operações que hão de realizar-se sobre quantidades conhecidas para 
obter os valores de quantidades desconhecidas, e que estas são estritamente, 
somente o último resultado do cálculo. 
Isto é, a função, para Lagrange, é uma combinação de operações. 
diatemcnt lc rlCveloJlpcnwut de., fondion.~, sons employ~r le 
circnit nuitaphysii!'IC des influimcnt pelils ou dcs limites; et 
c'cst ramener lc calcul ,jj[ércnlicl ;, une m·ioinc puremcnt 
a\gCbrique, que de Ie f:~ire rlépendre unirluemenl Je ce rlCve-
loppemcnt. 
lUais ã la naisoaucc ,}u cillcul ,J:m~rcnlid, on n'antit jlílS cu 
core unll :dée a5~Ct; étendue de ce (]11'on enteurl par fonction1 
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Lc~ ptr.rnicrs analystus n'arai,•ut emplo~-é cc mot, que pour 
(lési~;m~r lcs Jilfhcnlcs puiss:mcr.s d'unc nu!me qunnlité; on cn 
a ensuite Ctcm\u b si;;uification à tunte quanlité formCe d'une 
maniilre quelconque U'une nutre qu<mlilê; ct i\ cst nujourd'hui 
gênéralemcnt atlopté pom· e:s:primer que la valt'!nr d'unc quan-
tilé (\t\pcnd 1 suivant une loi Jonnéc, d'unc ou de plusienr~ 
nutres quantités données. 
Sous cc point de rue on 1loit rcr;nrdcr. l'al5Chre commc la 
scicnce des fonctions, ct il est aisci t!e Toir que 1n résolutiun 
Oes équations nc consiste, en général, fJU'à trourer lcs valeur~ 
dcs quantités inconnt:es cn fonctior.s dêtt!rmim1es de~ fJUantitêi 
c<Jnnucs. Ccs· fonctions rcprésentcnt nlors lcs Jiffércntc' opé~ 
rntions qu'il fnut fairc sm• lcs fJiianlité:; connuc~ pour obteniJ• lcs 
,.:~icuu üc ccllcs que l'on chcrche, d ellr.s nc sont proprcment 
que lc dcrni,~r rt~~u!t:~t <lu c~IClll. 
i\lais, cn al;:;Chre, on nc considêrc lcs fonctions qn'autaut 
qu'cllcs rémllent rlcs opératioo5 de l'arilltmétirpu~, généraliséc.'l' 
Pt tJ·ansporkcs au." letlrcs. nu licu q11e dnns lc cal cu\ rlc~ fone· 
tÍ•JIIS, rrorrcmcnt tlit, on con;;idêr::! lr.s fonctions rp1i rémllcnt 
<le l'opération ~lg<'hriqne dn tJ,:'"rcloj>[~CoJJcnt cn s1\rie lorsqu'on 
attl·ibue à une ou à plusicurs quanlitês de la fondion, <les 1\c-
croi •semens i mlé lc rm i n1!s. 
Le- tlé,·clopJ~C\õlC!lt tlc~ !i.:nctiuns, e1n·is~st: ti' une m.1nii~rc 
gênCralc 1 Jounc ~nissaucc aul: fondions tlêriYées de tliill!nms 
onlrcs; ct l'alç;orithme tle ccs fonctions un~ fois trou'<"ê, •m 
-pcut lcs con~idt!rcr cn ellcs-mênJe> cl imlépcmlammcnl dcs st!-
ries d'oit dlc résulteut. .!insi une fonction dounéc étaot n-
Lagrange também considerava que toda função da análise matemática podia 
ser representada por uma série de termos proporcionais as potências reais da 
variável independente. Mesmo assim, Lagrange tenta demonstrar que, 
geralmente, as potências que intervêm são inteiros positivos, enquanto que as 
potências fracionarias ou negativas somente podem intervir nos casos 




~ /e déve/oppement d'une Fonction d'une va. 
··iable, lorsqu' on attribue un accroissement a 
:ette varlable. Loi ge'ne'rale de ce de'velop-
Jemcnt. Origine des Fonctions dérivées, Dif-
1firens ordres de ces Fonctions. Leur notation, 
~NMn!no.:;s une ·fonction f:.: i!' une va.riahlc quclconque x, 
l la place de :.: oti substitue :c+ i, i étaut une <Iuan-
quelconf!UC indi:tcnninée, elle deviendra f (x +i), et 
la théoric des süie5 on pourra la développer co une 
c de ccttc fomul f x + ip + i'q + i1r +, etc.; dans la-
tle les quantitús p, q, r, etc., coe.fficieus des puissanccs 
, scront de nourclles fonctions t!e x, dérivêc~ lle la ti.JUc. 
primiti1ejx, ct ind~pendante.s de la quantil<! i. 
cst e~.1ir qnc 1:1 forme tles fonctions p, q, r, etc., ,]l;_ 
. Ir:~ un1qne:n••nt <l<~ t:r.llc ,],~la fouclion domJécf:r; ct ou 
rlllim:ra ai.io:menl c~s fonclions, •lans lcs cns p<~rticulicn 
les r~;.:,le,; r.ic l'~l:3Cim~ onlinairc, en o.!O:n·eloppanl 1;1 fone~ 
dans une .-1Urie •):·tlomlCIJ sui~·ant les íJUÍssanees de i. 
llt~ ~j,;,·iqtion dcs foncliom est une opérntion d'al!:;i·hre 
g•!nctall' que l'd•!vation au~ puÍs;ances, ct l'e:\traclion 
r~o:iw:.~; d lt!-; prineijliiUX pro!J!Cmcs d'annh~e, rlc .o:;•:o• 
cie ct de tn.:t:;lnirtotc •·n Jr:p•:ndent, comme. on l'a n~on· 
bns la li'1évrie d~s Ft~ll~lions <tn,ti_,·ti7tuls. 
ais, pour ne ricu ;u-ancer p·.:tt\:Ílt.'t!lcnt 1 nous cmulucnct":· 
.... 
D E S F o N C T I O N S. 
rons pa.r cxamincr la forme mCme de la série; qui t!oit ré-
"iúlter du di!Teloppement de toule fonction fx, lorsqu'on y 
'1uhstilue :r;+ t au lieu de :r, et qul' nous supposonl ne de-
yoir ·contenir que Ues puissanccs entiCres ct positires de i. Cette 
·' supposition se vérilie en cffet .par le Jévrlopp~mcnt des ~i!TC.-
rentc5 fonclion~ connur.s; mn1s pcrsonne que )C sachc, n :n;:ut 
cherché à. la démonlrcr à priori; ee qui me parait nb.nmoin$ 
d'autant plus nécessaire qu'il y a dcs c:.s Jlarticu!icrs o\1 e!le 
peut ne pas a,·oir lieu. , 
Je vais ú'nbonl llCmontret• que, duns !a scr1c qui r~sultc 
du dóvcloppement d'tme foncliou f(:c+i), il nc 11eul se 
trouver aucune 11Uissanee fractiounnire Uc i, a moins qu'ou 
ne doune a :.: dcs valcurs tJnl·liculiCres. 
En e[et i\ est elnir que lr.s ratlicaux de i ue pourraicnt 
nnir quedes raúieatu. renfcrmCs úans la fonction mCmefx, 
et il est dair en même lerups, que la suh~t~tution de x+ i 
au Iieu tle x 1 oe pourrait ni augmcnlct· ni diminucr i e nomht·e 
des radicaux', ui co changer ln nature, t~nt que :c et i seront 
d.cs qunntite&. indélerminées. D'un au\r<1 clilé, on snit par la 
~ltCorie ~C!'. équations 1 que loul radical a autanl tb 1·~\cun 
~-i[ére!lles ni plus ui muins qu'i! ~- a d'unitCs dans sun cx.-
posant 1 et qu(l tonte fouction irnllionncllc a parc:.:>nso:ljUC!ll 
:;~utant de vn!t:urs tlil1~rr.ull!s cru'un pcnl fait·c de cumlJiJ:ai-
sons t!t•s diHért~ntes nleun des raúicnu.\ tJu'd!c rcuferme . 
Dooc, si le tlétcloppcmeut de la fonclion f ( x +i) pou\ait 
contcnir un termr~ de la fo:mc ui"', !a l" .. ncti,n;:~ ,p,·ait n•~­
cc~!aircment irratiunne!le. el nura:l paretJtHt-"<JW:nt nu crt·-
·.tain noruhrc ,]e ,-:t!curs dilfércn:~o, .;ui >r>r~il le m•~'"" t"lur 
la fonclionf( .t + t") , ai:1si que pour ;~a dt.:l"!~lu P!"'lliC'I t .• 'f;~ i~ 
ce dt:Ieioppcn~cnt t:t~nt rt'prCsc•1tC F'"~~" la ,.;ri•: 
A função definida por Euler como uma expressão analítica será mais tarde, em 
nossa terminologia, uma função analítica, exceto em alguns pontos isolados, 
nos quais ela pode ser representada por uma série inteira generalizada. 
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o ponto de vista que predominou durante todo o século XVIII foi o asperto 
puramente formal do conceito de função, mais que o aspecto da relação 
ronceilual entre duas variáveis: uma função, neste sentido, é uma combinação 
de operaçües, dada por uma únira expressão analítica, finita ou infinita. 
Apesar disso, l~uler admitiu, depois de 1 i49, que a funç<i.o podia ser definida por 
uma rurva traçada arbitrariamente sobre um plano. 
As funções continuas c descontínuas )mista) no sentido de 
Euler. A controvérsia a respeito do tema das cordas 
vibrantes. 
No volume I de "La introduclio" Euler estuda somente as funçôcs analítiras, 
apesar de saber que existiam funçôes de outro tipo. 
No volume l, Euler classifica as curvas (que ele representa por fun<;ôcs de x) 
em contínuas e descontínuas ou mistas. 
9· De c~ltc idéc dcs lir;ncs COlnbcs décuulc n;tllll'('llcmcnt 
lcm divíflon cn wminuc.r, &. cn ,/iFuminucs oumixt(s. La ligne 
courbc continue cíl ccllc dont la 11Jturc'.dl cxpriméc par une 
fCulc fonüion dCtcnninéc de --':-· !vlctis, (j la lignc çourLc cl~ 
compoféc de dill"ércntcs portions llllf, Jltl D, /)j~J, (\:c. d{~­
tcrmint'cs par. pluficurs fOnélions de x, de m;1nl~rc qu\11u~ 
parti c H Al étant 1c réfi.1ltat d'unc fonéli.on ,. une <Httt~ 1\1 i) 
foit cclui d'unc fcc~mde fonélion; nous appulons ccs ((lflcs de 
li~nc~ çomlics difl:ontinues, ou mixtt:.r & irrér;ulih,•.r, p;n·cc 
qu'cllcs nc fÜnt pns formécs fi.tivant \me fc\dc lo i coltltilllt<', & 
<Ju\:\lcs font compoiCcs de portions de diíl"ércntcs courbcs 
continut:s. 
46. 
" A linha curva contínua é aquela cuja natureza é representada por uma só 
função determinada de x. Mas se a linha curva é composta por diferentes 
partes BM, MD, DM, etc, determinadas por multas funções de x, de maneira que 
uma parte BM seja o resultado de uma função, outra parte MD seja o resultado 
de uma segunda função, ... chamaremos a este tipo de curvas descontínuas ou 
mistas e irregulares, porque elas não estão formadas seguindo uma só lei 
constante e foram compostas por partes de curvas contínuas". 
Esta classificação foi utilizada até o momento em que Bolzano,B. (Século XIX)) e 
Cauchy, A. (Século XIX) aplicaram as expressões "contínua" c descontínua" no 
sentido adotado na atualidade. 
O mesmo ano em que '"A introductia" foi publicada (o manuscrito foi terminado 
em 1744), Euler compreende que a classe de curvas {funções) "descontínuas" 
devia ser estendida. Isto é, compreende que existem outro tipo de funções que 
não se enquadram na classificação dada. 
Euler, como muitos matemáticos quando escrevem a respeito de seus 
resultados, não mostra nesta obra os problemas ou as razões que o levaram a 
realizar esta classificação. 
O vínculo principal para o desenvolvimento posterior do conceito de função 
provêem dos trabalhos de Euler sobre a física matemática, começando com o 
problema das vibrações infinitamente pequenas de uma corda finita 
homogênea fixada aos dois extremos. 
D'Alambert, (Século XVIII) em seus artículos de 1746 "Investigações sobre a 
curva que forma uma corda tensa que se faz vibrar" afirma que se propõe 
demonstrar que existem infinitas curvas, além da curva seno, que são modos de 
vibração. 
47. 
Nas primeiras aproximações do problema da corda vibrante, esta se 
considerava como composta de uma quantidade discreta de n pesos iguais c 
igualmente separados unidos por pedaços de fio elástico flexível e sem peso. 
Este caso de quantidade discreta de massas havia sido tratado por J, Bernoulli 
em 1727. D'Alambert estende o caso contínuo utilizando a idéia de Bernoulli e 
chega a uma equação diferencial em derivadas parciais: 
n2y (t,x) n2y(t,x) 
Dx2 
sendo a=T/m e m a massa por unidade de longitude. 
Como a corda está fixada nos extremos x=O c x=L, a solução deve satisfazer as 
condições de contorno 
ylt,O) ~O y(t,L)~O 
No instante t=O a corda tem uma forma y=h(x) e logo se a solta, o que significa 
que cada partícula começa com uma velocidade inicial nula. Estas condições 
podem escrever-se assim: 
y(O,x) ~ h(x) Dy (t,X) 
~o 
Dt 
e devem ser satisfeitas pela solução. 
48. 
D 'Alambert resolveu este problema demonstrando que 
y(t,x) = 112 f(at+x) + 112 g(at-x) 
onde f e g são duas funções a determinar. 
Utilizando as condições de contorno e as condições iniciais se chega a que 
y(t,x) = 112 f(at+x) - 1/2 f(at-x) 
e deduz que f deve ser periódica e ímpar. 
As funções que aparecem na solução geral são determinadas pela forma inicial 
da corda e outras restrições já mencionadas. O interessante é que D'Alambcrt 
restringe a forma inicial que pode adotar a corda, sustentando que sem tais 
restrições não é possível obter solução alguma do problema por meio da 
análise matemática. 
Entre as restrições impostas por D'Alambert, uma delas é a seguinte: a forma 
inicial da corda é representada por uma só equação sobre toda sua extensão, 
isto é, que a corda deve ser "Contínua" no sentido de Euler. 
Kline,M. {22) afirma que poucos meses depois de ver os artigos de D'Alambert 
de 17 46, Euler escreveu por sua parte o artículo "Sobre a oscilação das cordas", 
apresentado em 16 de maio de 1748. Euler aprecia o trabalho realizado por 
D'Alambert mas não está de acordo com a classe de funções admitidas nas 
condições iniciais (e por consequência na solução do problema). Euler admitia 
qualquer função definida por uma fórmula h(x) em {-L, L) e tomando h {x+2L) 
=h (x) como definição da curva fora de (-L,L). 
Num artigo posterior, Euler vai mais além afirmando que 
y = f(CI+X) + g(Ct-X) 
com f e g arbitrárias, é solução de 
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mas a curva inicial é igualmente admissível quando se expressa por uma 
equação que se traça de uma maneira que não se expressai por uma equação; 
da curva inicial, apenas é relevante a parte que está em (O,L) e não há de 
levar-se em consideração a continuação dessa parte. Consequentemente as 
distintas partes de dita curva não estão ligadas entre si mediante uma lei de 
continuidade (uma expressão analítica única), senão mediante a descrição 
acima citada. Por esta razão, pode ser impossível incluir a curva completa em 
urna equação exceto quando por causalidade a curva está dada por uma função 
senoidal. 
Além dissos, dado o perfil inicial em (O, L), se repete em ordem inverso em (-
L,O), para ter uma função ímpar, imaginando depois uma repetição contínua da 
curva resultante em cada intervalo de longitude 2L, até o infinito. Então ao se 
utilizar a curva y=f(x) para representar a função inicial, a ordenada no 
instante t correspondente à abscissa x da corda que oscila, estará dada por 
y~ 112 f(x+ct)+ 1/2 f(x-<:t). 
Em seu fundamental artigo de 1749, Euler destaca que todos os possíveis 
movimentos da corda vibrante são periódicos a respeito do tempo qualquer que 
seja o perfil da corda. O período é normalmente o de que hoje denominamos 
modo fundamental. 
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Também se advertiu de que podem apresentar-se modos individuais cujos 
períodos são um meio, um terço, e assim sucessivamente, do período 
fundamental, dando para tais soluções especiais a expressão 
y(x,t) = ~ Ansen (111tX/L) cos(n1tX/L) 
quando o perfil inicial é 
y(O,x) ~ LAn sen (nnx/L) 
apesar de que não aclara se o sinal da soma se refere a um número finito ou 
infinito de termos. 
Euler tem, não obstante, a idéia da superposição de modos. Assim pois, o ponto 
de desacordo de Euler com D'Alambert é que o primeiro admitia toda classe de 
curvas iniciais, e portanto soluções não analíticas, enquanto que D'Alambert 
aceitava unicamente soluções e curvas iniciais analíticas. 
D 'Alambert esteve em desacordo com Euler e assim começou uma longa 
controvérsia sobre a natureza das funções permitidas nas condições iniciais. 
Alguns historiadores afirmam que foram problemas de natureza física 
relacionados ao problema da corda vibrante que levaram a Euler a realizar a 
classificação em funções contínuas e descontínuas. Apesar disso, 
Youschkevitch,A. (36) põe em dúvida esta afirmação já que o manuscrito da 
"Introductio" foi enviado por Euler, para correção do seu editor, em 15 de 
dezembro de 1744. A impressão da obra havia começado no inverno de 1746 
finalizando em abril de 17 48. 
A controvérsia a respeito do problema das cordas vibrantes toma uma nova 
dimensão com Bernoulli,D. ( 1700-1782) filho de Jean Bernoulli, que resolve o 
problemas de uma maneira totalmente diferente. 
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Desenvolve o princípio de superposição dos modos, que já havia introduzido 
em trabalhos anteriores, e afirma que todas as possíveis curvas iniciais 
(formas arbitrárias da corda) podiam ser representadas na forma: 
in! 
f(x) = Lansen (nnx/L) 
1 
porque existem suficientes constantes a 11 para que a série se ajuste a 
qualquer curva. Portanto, todos os correspondentes movimentos virão dados 
por uma série infinita de termos contendo senos e co-senos de ângulos 
múltiplos: 
i.nf 
y(t.x) =L a11 sen (111tX/L) cos (nxct/L) (*) 
1 
Euler não esteve de acordo com as afirmações de Bernoulli, ressaltando a 
importância de como este último viu que podem existir simultaneamente 
muitos modos de vibração, mas nega, igual que D'Alambert, que todos os 
possíveis movimentos possam representar-se por uma série da forma (*). 
Bernoulli estaria certo se toda função se pudera expressar mediante uma série 
trigonométrica, conclusão com a qual Euler não concordava. Euler nega que as 
funções "descontínuas" possam expressar-se desta forma. 
D'Alambert esteve também em desacordo com Bernoulli. Em uma carta de 1758, 
este último repete que tem em os a11 uma quantidade infinita de coeficientes a 
sua disposição que, escolhidos apropriadamente, o permitem expressar 
qualquer função como uma soma de senos da forma já apresentada. 
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A discussão entre estes três personagens durou quase uma década Sem que se 
chegasse a um acordo. 
Outros matemáticos posteriores se somaram à disputa, sendo a mesma de suma 
importância para o progresso da física matemática e dos fundamentos da 
análise matemática. 
Em referência ao conceito de função, que é o que nos interessa, é importante 
destacar que Euler estabelece a tese que em sua solução, admite as curvas de 
formas arbitrárias, curvas que não pertencem a classe de funções "mistas" e 
geralmente não se formam com nenhuma lei analítica. Euler, em trabalhos 
posteriores a "La introductio" (1767), amplia sua concepção de curvas 
descontínuas definindo: 
''São todas as curvas que não estão determinadas por uma equação definida, 
da classe habitual que são traçadas com um movimento livre da mão". 
Apesar das sucessivas modificações do conceito de função, ainda continuavam 
sendo bastante restritivas. Para formular uma nova definição que compreenda 
toda a classe de relações conhecidas, Euler baseia-se em uma noção que esteve 
sempre presente na sua obra, mesmo que não explicitamente: a noção geral de 
correspondência entre pares de elementos, cada um deles pertencendo a seu 
próprio conjunto de valores de quantidades variáveis. 
Esta noção, que não faz intervir nenhuma expressão analítica, havia sido 
utilizada mais de uma vez em certos raciocínios que aparecem no volume I da 
"La Introductio". 
Em 1755, Euler formula uma nova definição no prefácio de sua 'Institutioncs 
calculi differentialis": 
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"Se certas quantidades dependem de outras quantidades de tal maneira que se 
as outras mudam, estas mudam também, se chama a estas quantidades funções 
destas últimas; esta denominação tem maior extensão e contém ela mesma todas 
as maneiras por as quais uma quantidade pode ser deternúnada por outras. 
Se, por conseguinte, x designa uma quantidade variável, então todas as outras 
quantidades que dependem de x, não importando de que maneira, o que são 
determinadas por x, são chamadas funções de x". 
Apesar disso, em dita obra consagrada ao cálculo diferencial, somente 
considera funções analíticas (no sentido atual). 
Como já vimos, a principal diferença entre as funções, segundo Euler, é a 
combinação das variáveis e constantes que as compõem. Ele diferencia as 
algébricas das trascendentes dizendo que estas úlllmas repetem infinitas vezes 
as operações das outras (séries infinitas). Mas adiante, se definem novas 
funções trascendentes (chamadas funções especiais) por meio das integrais 
elípticas. Uma destas funções, a mais importante, é a funçao gama, surgida dos 
trabalhos de interpolação e antidiferenciação. 
Em outro campo, Euler trabalhou na descrição de meios continuas por funções 
densidade. A importância física provem da possibilidade de poder estender a 
mecânica newtoniana neste campo. A importância matemática provem do fato 
que a função densidade não era definida nem teoricamente nem 
experimentalmente por seus valores ponto a ponto, mas sim pelas suas 
integrais que produzem a massa contida em um volume, a quantidade de 
movimento destas massas, a energia mecânica, ... 
O conceito de função densidade prenunciava o conceito de operador da 
mecânica quântica e do conceito de distribuições da matemática atual. 
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O conceito euleriano de função exerce uma influência positiva sobre o 
desenvolvimento posterior da matemática. A teoria geral de funções analíticas 
do século XIX, desenvolvida por Cauchy,A., Riemann,G.(Século XIX) e 
Wcierstrass,K. (Século XIX) tem suas raízes nos trabalhos desenvolvidos por 
Euler e D'Alambert. 
Também a introdução das funções descontínuas arbitrárias e o estudo de 
diversos problemas vinculado com relações intrínsecas de uma ou outra classe 
de funções de uma variável real foram importantes para o desenvolvimento da 
análise matemática. 
As discussões entre diversos matemáticos da época de Euler, em particular 
vinculada com as soluções de equações em derivadas parciais, revela a 
necessidade de uma separação entre funções continuas e descontínuas, no 
sentido atual dos termos. Arbogast,L. (Século XVIII) em uma obra referida a 
natureza das funções arbitrárias que são necessárias considerar ao resolver 
equações diferenciais parciais pensa que é possível (exceto no problema da 
corda vibrante onde a continuidade da curva é condicionada por sua própria 
natureza) utilizar não somente funções tendo derivadas descontínuas (funções 
dadas por pedaços) senão também funções descontínuas em pontos separados. 
Ele chama a estas funções "descontiguas" porque "todas suas partes não tem ou 
não estão contiguas umas a outras". 
Apesar disso, Arbogast não dá nenhuma definição de continuidade e 
descontinuidade e outros matemáticos do século XVIII não encontram 
necessidade de formular tais definições. 
A fins do século XVIII e começo do século XIX, começam a aparecer trabalhos 
que crilicam algumas das idéias de Euler. Pouco depois de sua morte, se mostra 
que as funções que são introduzidas por expressões analíticas diferentes em 
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regiões dislintas de um intervalo finito (o também infinito) podem ser também 
representadas por uma só equação. 
Charles,M., em 1780, deu o primeiro exemplo de tais funções. Logoem 1884, 




que pode ser representada por y = xO.S para todo x. É uma função "descontínua" 
que a sua vez é "contínua". 
Mas a crítica a este conceito foi muito mais dura no campo das séries 
trigonométricas. Recordemos que Euler negava a possibilidade de representar 
a forma inicial de uma corda, estando definida por duas equações diferentes em 
um intervalo finito dado, por uma série de termos contendo senos de arcos 
múltiplos. 
Esta afirmação é refutada por Fourier,]. (1768-1830) no ínicio do século XIX, em 
seus trabalhos sobre teoria de propagação do calor. Nasce deste modo a teoria 
geral de série trigonométricas: Fourier continua desenvolvendo seus trabalhos 
sobre este tema em "Teoria de propagação do calor em os sólidos" (1807) e em 
"Teoria analíüca do calor" (1822). 
Trabalhando com o problema da propagação do calor, Fourier se enfrenta com 
as seguintes questões: 
Pode ser uma função f(x) representada por uma série trigonométrica do tipo 
L bn sen( nnx/L) para Ü<X<Jt. (2) ? Como determinar os b11 ? 
Fourier respondeu a estas questões baseando seus raciocínios no 
desenvolvimento em série de Maclaurin de cada uma das funções senoidais, 
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chegando a uma e:xprcssào em série de poténcias em x para a função f (x), o 
que implica uma grave restrição sobre a admissibilidade de f(x) que não foi 
levada em consideração por Fourier. Para o cálculo dos coefi\ientcs, depois de 
distintas tentativas, chegkse na expressão que hoje conhecemos, mas ~em o 
rigor necessário. 
Esta conclusão não era de tudo nova já que Clairut,A.( 1713-1765) e Euler 
haviam desenvolvido algumas funções em séries trigonométricas obtendo as 
fórmulas para os coeficientes. 
O método de Fourier para o cálculo dos coeficientes nào era rigoroso e sim 
mais complicado que o de Euler. Enquanto Fourier necessitava resolver um 
sistema infinito de equações lineares algébricas, Euler, de forma muito mais 
simples. utilizou propriedades das funçües trigonométricas. 
Como l;ourier percebeu a dificuldade de seu método, continuou em busca de 
resultados, observando que cada bn podia ser interpretado por uma área sob 
uma curva (cuja expressão analítica contém a f (x)). Tal área tem sentido 
também para funções muito arbitrárias, sem requerer a continuidade e 
podendo estar dada somente por um gráfico. Por esta razão concluiu que toda 
função f(x) pode ser representada por uma série trigonométrica do tipo (2). 
Fourier não demonstra tal afirmação apesar de que apresenta em seu livro 
alguns elementos soltos c tenta um esboço da prova. 
O trabalho de Fourier produziu avanços significativos na teoria de cquaçôe,<; 
diferenciais parciais c forçou uma revisao do conceito de função. Por exemplo, 
a função y=x pode representar-se no intervalo ( -n, n) por uma série de l;ourier 
e seu gráfico eslaria dada por: 
--'----'--------~ ,, 
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Esta função não pode ser representada por uma (mica expressão analítica 
finita.já que a função y=x não está representada pela série para todo x real, os 
predecessores de Fourier não podiam ver como uma função arbitrária, que não 
fosse periódica, podia ser representada pela série, mesmo que Euler e Lagrange 
o haviam feito para funções particulares não periódicas. 
Fourier expressa explicitamente que a série que ele propõe pode representar 
funções que tem também diferentes expressões analíticas em diferentes partes 
do intervalo ( o,TT) ou (-TI, TT), seja que estas expressões se unam o não 
continuamente. 
Este problema foi objeto de estudo de matemáticos posteriores fazendo uso da 
nova concepção do cálculo, cujos elementos foram sistematicamente 
desenvolvidos por Cauchy em seu "Curso de Análise" ( 1821) e "ResUmo das 
lições sobre o cálculo infinitesimal" (1823). 
Começa assim toda uma busca sobre as condições suficientes para poder 
representar funções por série de Fourier. 
O desenvolvimento do conceito de função nos séculos XVIII e XIX mudou o papel 
utilitário deste conceito. De introdução à análise se transformou em uma de 
suas ramos superiores: a Teoria de funções. 
A definição geral de Euler, Condorcet, M. (1778), Lacroix, S. 
(1797), Fourier,]. (1821). Lobatchevsky, N. (1834) e 
Dirichlet, P. (1837). 
Ao considerar o conceito de função como a idéia principal da nova análise, 
foram criando-se as condições necessárias para o tratamento das funções como 
correspondências do tipo muito geral. 
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A definição geral do conceito devida a Euler é progressivamente aceita e 
utilizada. Parece ser que o primeiro em avaliar corretamente a importância 
desta nova definição foi Condorcet,M. 
Distingue, na sua obra, três classes de funções: 
a) as funções cuja forma é conhecida (nós diríamos funções explicitas) 
b) as funções introduzidas por equações não resolvidas entre F ex, y, z 
(funções implícitas) 
c) as funções dadas somente por certas condições (por exemplo, por equações 
diferenciais). 
Condorcet é o primeiro em utilizar a expressão "função analítica" para a 
descrição de funções de natureza arbitrária (o adjetivo "analíticas" se o utiliza 
para todas as funções consideradas na análise matemática). 
Lacroix,S. (1810) segue a Euler,L. e a Condorcet,M. na definição de uma função: 
"toda quantidade cujo valor depende de uma ou mais quantidade, é dita uma 
função destas últimas, independentemente de que saibamos ou não por quais 
operações são necessárias atravessar para passar destas ultimas as primeiras". 
O tratado de Lacroix,S. contribui a propagar o novo conceito de função. 
Apesar disso, o velho conceito de função (como sendo uma expressão analítica) 
não é deixado de lado de imediato e aparece em obras como a de Lagrange. 
Youschkevitch,A. (36) destaca, ao contrário da opinião de Kline,M.(22), que 
inclusive Cauchy, ao dar sua definição, está pensando unicamente em funções 
expressadas analiticamente. A definição de Cauchy (1821) É a seguinte: 
"Quando quantidades variáveis estão ligadas entre elas de tal forma que, se o 
valor de uma delas está dado, podemos deduzir o valor de todas as outras, 
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concebemos de ordinário estas diversas quantidades expressadas por meio de 
uma que leva o nome de variável independente e as outras quantidades 
expressadas por meio da variável independente são as que chamamos funções 
desta variável". 
Um dos que adotou rapidamente o conceito geral de função de Euler foi 
Fourier quem, em sua "Teoria analítica do calor", publicada em 1821, define: 
"A função f(x) designa uma função completamente arbitrária, isto é, uma 
sucessão de valores dados subordinados ou não a uma lei geral e 
correspondente a todos os valores de x, compreendidos entre O e qualquer 
magnitude x" . 
Fourier somente tratou funções com um número finito de descontinuidades em 
qualquer intervalo finito. 
A obra de Fourier pôs em dúvida a crença (do século XVIII) de que todas as 
funções, no pior dos casos, eram extensões de funções algébricas. Como as 
propriedades das funções algébricas já não podiam cumprir-se para todas as 
funções, se abre um campo de estudo a respeito do mesmo conceito de função, 
de continuidade, de diferenciabilidade, etc. 
Os matemáticos mais ilustres do século XVIII concebiam sem esforço uma 
função contínua que coincidisse em intervalos sucessivos com funções 
definidas analiticamente (no sentido atual), mas não iam mais além e não 
queriam aceitar que tal função podia estar representada por uma única 
expressão analítica. É com Fourier que esta última concepção começa a tomar 
força. 
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Logo, Fourier, Lobatchevsky e Dirichlet desenvolvem definições bastante mais 
minuciosas. Lobatchevsky define: 
" O conceito geral exige chamar função de x a um número, o qual se dá para 
cada x e varia gradualmente ao mesmo tempo que varia x. O valor da função 
pode ser dado por uma expressão analítica ou por uma condição que dá um meio 
para testar todos os números e selecionar um deles, ou finalmente, a 
dependência pode existir e permanecer desconhecida" 
O termo "gradualmeme" significa "continuamente" no sentido de Cauchy, 
portanto, a definição de Lobatchevsky se refere somente as funções contínuas. 
Enquanto a Dirichlet, no seu artigo "Sobre a representação de funções 
completamente arbitrárias por séries de senos e cosenos", deu a seguinte 
definição: 
"Designamos por a e b dois valores fixos e por x uma quantidade variável, 
situada entre a e b. Se a todo x corresponde um valor finito y=f(x) que varia de 
forma contínua quando x varia de forma contínua emre a e b, diremos que y é 
uma função contínua para este intervalo. Aqui não é necessário que y se 
expresse em função de x segundo uma mesma lei sobre todo em intervalo, nem 
sequer é necessário considerar uma expressão algébrica explícita entre x e y. 
Desde o ponto de vista geométrico, isto é, considerando x e y como abscissa e 
ordenada de um ponto e onde a cada valor de x do intervalo considerado 
corresponde um e só um valor de y, a continuidade de uma função é posta em 
paralelo com o fato de que a curva seja "toda seguida" ... 
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A definição de Dirichlet não difere da de Lobatchevsky senão que adjunta uma 
explicação geométrira. Em Dirkhet, a idéia de continuidade segue sendo uma 
propriedade global, sem observar-se influências das defini<;ües "mais lorah" de 
Bolzano c Cauchy. 
Apesar de definir funções contínuas, ambos matemáticos trabalharam com 
funções descontínuas. 
Em 1829 Dirichet deu o exemplo de uma função de x que tem o valor c para 
todos os valores racionais de x c o valor d para todos os valores irracionais de x. 
Digamos, por outra parte, que Dirichlet foi o primeiro em enunciar um 
conjunto de condições suficientes para que a série de Fourier de uma função f 
(x) convirja a f(x), condições que seriam ampliadas posteriormente. A 
demonstração que propõe é um refinamento do esboço de Fourier. Mas o 
resultado fundamental de Dirichlct implicavc.1 que uma mesma expressão 
analítica pudesse representar em dois intervalos diferentes funções analíticas 
diferentes e permitiu além disso ronceber funçôes que não coincidiram em 
nenhum intervalo com funçües analíticas. 
Dirichlet necessitou, para expressar estas condições, definir a 
correspondência funcional independentemente de toda a forma de expressao 
analítica, como realmente o fez. 
Parece ser que a causa pela qual estes matemáticos só tem definido as funçües 
contínuas é que as funções contínuas no sentido de Cauchy adquirem uma 
grande importância e por esta razão são elas as que necessitam ser liberadas 
da restrição da representação analítica. 
Somente em 1841, Cournot formula uma definição de função com o grau de 
generalidade que é comumente atribuída a Dirichet e a Lobatchevsky: 
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"Nós conceberemos que uma quantidade possa depender de outra sem que esta 
dependência tenha que ser expressada por uma comhina<;ào de signos 
algébricos". 
l-lankel,ll. (Século XIX) em 1870, formula a seguinte definição: 
"Se diz que y é lün<;ào de x se a cada valor de x de um certo intervalo, 
corresponde um valor bem definido de y sem que isto exija que y seja definido 
sobre todo o intervalo pela mesma lei em função de x, nem mesmo que y seja 
definida por uma expressão matemática explícita de x" 
IIankei,I-1. disse que colocara a esta definição o nome de Dirichlct porque é a 
pedra fundamental dos trabalhos deste matemático sobre as séries de Fourier. 
Para Jlankcl,l-1. o ponto fundamental é o espírito da definição dada por 
Dirichlet mais que por sua formulação literal. 
Youschkcvilch,A. (3CJ) destaca que se existe um nome que deva ser ligado ú 
definição de função como correspondência unívoca, este é o de Euler. 
Monna ,A. (28) afirma que para compreender a cvoluç;w do conceito de função, 
o problema da continuidade das funções deve ser trawdo, já que ;:unbos 
conceitos estão intimamente relacionados. Através do sérulo XIX, toda fun(i1o 
"genuína" era considerada como sendo necessariamente contínua, entanto que 
as funções descontínuas eram patológicas. Esta classificação entre funções 
"genuínas" e não "não genuínas" foi tào forte ao longo deste século que 
inclusive Borel,E. (Século XIX) em algum de seus artigos por volta de 1900, 
ainda usa o termo "função verdadeira". 
A transição desde a continuidade global (Euler) à c-ontinuidade como uma 
propriedade local (Bolzano-Cauchy) é um desenvolvimento importante sendo 
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dificultoso determinar até que ponto esta mudança no conceito de continuidade 
foi o resultado do progresso da análise, ou foi condição para tal progresso. 
Da métade do século XIX à atualidade 
A distinção adequada entre continuidade e descontinuidade surgi~ 
gradualmente. Um estudo cuidadoso das propriedades das funçôes foi iniciado 
por Bolzano,B. (1781-1848). um sacerdote, filósofo e matemático de Bohemia. Em 
um livro de 1817, Bolzano,B. dá a definição de continuidade expressando: 
"f(x) é continua em um intervalo, se em qualquer x do intervalo, a diferen(a 
f(x+w)- f(x) se pode fazer tão pequena como se deseje tomando w 
suficientemente pequeno". 
Bolzano,B. demonstra que os polinômios são funções contínuas. 
Cauchy também trabalhou com as noções de limite e continuidade e, 
igualmente a Bolzano,B., baseou seu conceito de limite em considerações 
puramente aritméticas. Em 1821 escreve: 
"Quando os valores sucessivos destinados a uma variável se aproximam 
indefinidamente a um valor fixo de modo que terminam por diferir dele por tão 
pouco como se deseje, este último é chamado o limite dos omros". 
Cauchy afirma que para dar uma definição de continuidade das funçües deve 
por em conhecimento as propriedades principais das quantidades 
infinitamente pequenas. Então define: 
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"Se diz que uma quantidade variável se faz infinitamente pequena quando seu 
valor numérico decresce indefinidamente de maneira tal que \onvcrge ao 
limite zero". 
A tais variáveis as chama de infinitésimos, liberando a esta noção de ataduras 
metafísicas (tais como as consideradas por Leibnitz). 
Logo continua definindo: 
"Se diz que uma quantidade variável se faz infinitamente grande quando seu 
valor numérico se incrcmcnta indefinidamente de maneira tal que converge 
ao limite infinito. Infinito não significa uma quantidade fixa, senão algo 
indefinidamente grande". 
Com isto, Cauchy está preparado para dar uma definição de continuidade: 
"Seja f(x) uma função da variável x, e suponha~se que para cada valor de x que 
se encontre entre dois limi\'es dados, esta função toma constantemente um 
valor finito e único. Se começando de um valor de x contendo entre estes dois 
limites, se destina a variável x, um incremento infinitamente pequeno, a 
função mesma tomará como incremento a diferença f(x+a)-f(x), o qual 
dependerá ao mesmo tempo da nova variável a e do valor de x. 
Garantindo isto, a função [(x) será, entre os dois limites destinados a variável x, 
uma função contínua da variável se para cada valor de x que se encontre entre 
estes dois limites o valor numérico da diferença decresce indefinidamente com 
o de a. Em outras palavras, a função f(x) permanecerá contínua com respeito a 
x entre os dois limites dados se entre estes limites um incremento 
infinitamente pequeno da variável produz sempre um incremento 
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infinitamente pequeno da função mesma". "Além disso, diz-se que uma função 
f(x) é contínua em torno de um valor parlicular destinado á variável x sempre 
que seja contínua entre esses limiles de x, inclusive muito próximos, que 
contenham o valor em questão". 
Esta definição difere essencialmente da definição de continuidade global no 
sentido de Euler. Pelo fato de usar infinitesimais deu-se um passo à defini~·ão 
local de continuidade. A ambiguidade de alguns termos utilizados por Cauchy 
foram eliminadas mais a frente para ser substituídas por expressões mais 
rigorosas com Weicrstrass ( 1815-1897). 
Cauchy foi o primeiro que se ocupou da existência de soluções de equaçôes 
diferenciais. Até esta data, a questão da existência não era um problema porque 
a maioria das equações tinha origem em problemas físicos. Assim, com este 
teorema estabelece-se em certa maneira o conceito de individualidade das 
funções e um pron.'sso de produçüo delas; as funções especiais provém todas 
desta fonte. 
Durante todo o século XIX se explorou a noção de continuidade e os matemáticos 
aprenderam mais a respeito dela, produzindo ás vezes resultados 
surpreendentes. Por exemplo, Darboux,G. (Século XIX) construiu uma fun(ào 
que tomava todos os valores intermediários entre dois valores dados ao passar 
de xo=a a x""b, mas que não era contínua. Desta maneira, uma propriedade bú,<,ica 
das funções contínuas nüo é suficiente para garantir sua continuidade. O 
exemplo que apresentou é o seguinte: 
para x diferente de zero 
pc.u·a x=O 
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Esta função assume todos os valores desde um que tome um valor negativo de x 
até um que tome um valor positivo de x. Apesar disso não é contínua em x=O. 
Bolzano.l3. em 1834, havia separado os conceitos de continuidade com o de 
derivabilidade e ilustrou esta separaçao apresentando um exemplo de uma 
função contínua em um intervalo fechado que não é derivável em nenhum 
ponto deste intervalo. Mas como os trabalhos de Bolzano,B. ll<.l.o foram 
conhecidos até o final do século XIX, se deve a Riemann, G. (Século XIX) a 
primeira distin(ão pura entre a continuidade e a difercnriabilidadc formulada 
em uma memória de 1854. Em Riemann,G. aparece a mesma definição de 
continuidade de Cauchy ,A. 
Até a aparição da memória de Riemann,G. sobre as séries trigonométricas, não 
existia nenhuma dúvida sobre a diferenciabilidade das funçôes contínuas. 
Nesta constrói um exemplo de uma função contínua que não é derivável 
em alguns de seus pontos, que não foi publicado até 1869, alguns anos antes da 
função patológica que apresentou Weierstrass,K. 
Também com Riemann inicia-se outro período de descobrimento na teoria de 
funções algébricas: o tratamento das funções multivalentes e a partir do estudo 
delas, a introdução das superfícies de Riemann que permitem representar estas 
funções e também as transformem ern univalentes sobre a superfície. Assim, 
os teoremas das funçôes univalentes podem ser 
estendidos a funções muitivalentes. 
Por outro lado, Riemann,G. demonstra uma série de teoremas importantes em 
rclaçfto as séries de Fourier. As três condições de Dirirhlet,P: 
I) A função deve ser finita num intervalo. 
2) Deve ter um número finito de máximos e mínimos. 
3) Deve ter um número finito de pontos de descontinuidade. 
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Agregou uma quarta condição; devido que a coincidência da função com a .1.érie 
d<'V(' manifestar-se tamb(•m nos pontos de dcscontinudadc, é necessário admitir 
que a função é igual ao valor médio destes dois limites nos pontos de 
descontinuidade. Mas Ricmann,G. não resolve um tema essencial: determinar 
as condiçôcs ncccs.1.árias e suficientes de f(x) para que sua série de Fourier 
convirja a f(x). 
O trabalho de Wcierstrass sobre <.l aritmetização da análise completaram os de 
Bolzano,B., Abel,N., c Cauchy,A. A cxpres!)ão "uma variável se aproxima a um 
limite" que se encontram nas dcfiniçücs de Cauchy,/\. c Bolzano sugere 
implicitamente o tempo e o movimento. Weierstrass,K. atara esta idéia 
interpretando uma variável como uma letra que se usa para denotar qualquer 
valor dos de um conjunto dado que se pode fixar à letra, eliminando assim a 
idéia de movimcn to. 
Uma variável contínua é tal que se x é qualquer valor do conjunto de valore.'> 
da variável c (}qualquer número positivo cntào existe outros valores da 
variável no intervalo (x0 -a, xo+O). 
Para eliminar a indctcrminaçào na frase "se faz e permanece menor que 
qualquer quantidade dada" que Bolzano,B. c Chauchy,A. utilizaram em suas 
definições de continuidade e de limite escreveu: 
" Se é possível determinar uma cota i) tal que para todo valor de h, menor em 
valor absoluto que õ, f(x+h)-f(x) seja menor que uma quantidade r tão 
pequena como se queira, entao se dirá que se há feito corresponder a uma 
variação infinitamente pequena da variável, uma variação infinilamente 
pequena da funçào". 
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A definição de continuidade proposta por Weierstrass,K. vem de uma 
simplificação de um teorema demonstrado anteriormente por Dirichlet,P. 
Equivalente as de Bolzano,B. c Cauchy,/\. esta dcfini<;ão é mais precisa c menos 
ambígua, e é a que hoje se utiliza e se expressa nos seguintes termos ... 
" f(x) é continua em x=xo se dado qualquer número positivo r. existe uma à tal 
que para todo x o intervalo (xo- (), xo+()), o V<-úor absoluto de f(x)- f(Xo) é menor 
que t:. 
Afirma também que uma função é contínua num intervalo de valores x se é 
contínua em cada x do intervalo. 
Por volta de 1875, Weierstrass,K. dá um exemplo de uma função contínua que 
não é diferenciável em nenhum ponto de seu domínio. Sua função se define 
assim: 
in f 
f(x) =L bn cos (annx) onde x é uma variável real, a um inteiro ímpar 
ll=Ü 
maior que 1, b uma constante positiva menor que 1 e ab> 1+ 3 n/2 
Esta função contínua sem derivada em ponto algum precipitou a crise que 
engendrou a construção do sistema dos números reais. já no século XIX este 
gênero de funçües suscitava a indignação de muitos matemáticos e 1-Iermite,C. 
( 1822-1901) dizia: 
"Me afasto com espanto e horror desta praga lamentável de funçôes contínuas 
que não tem der i v a da". 
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Wcicrstrass,K. deu a definição de convergência uniforme e a utilizou para 
demonstrar que o limite uniforme de funçües contínuas é uma função 
contínua c também para demonstrar os teoremas de derivaçJ.o c integração 
termo a termo de uma série de funções. 
O descobrimento da função de Weicrstrass nào revela somente a autonomia das 
técnicas da análise com respeito a geometria, senão que mostra também até que 
ponto o espírilO de rigor, proporcionado por Cauchy, introduz os riscos de uma 
nova crise. Mais adiante, a análise carente do apoio da intuição geométrica, 
deve fundar em .'>i mesmo seus próprios princípios c delimitar por·seus 
próprios meios seu domínio; se a intuição geométrica não basta para evitar o 
absurdo, onde achar um critério adequado da rlaridade e racionalidade?. Desta 
crise devia surgir a teoria de conjuntos. 
Em efeito, de 1807 (primeiros trabalhos de Fourier sobre as séries 
trigonométricas) até 1873 (primeiros trabalhos de Cantor,G. (Século XX) sobre 
o conjunto do~ números reais), um duplo movimento convergente conduz até a 
teoria dos Conjuntos. Um deles através de Dirichlet, Cauchy, Fourier e Riemann 
se relaciona com o problema técnico da integração das funções. 
O outro, através de Bolzano, Weierstnlss e Cantor, se rdadona com os 
princípios da análise e a delimitação de seu domínio. 
No que se refere ao primeiro ponto, Riemann viu-se levado a gcnemlizar a 
operação de integração a partir dos trabalhos que havia iniciado Cauchy. 
Em sua definição de integral definida não intervêm as propriedades 
particulares da função f(x) a integrar. I;m particular, é totalmente 
independente do modo da expressão analítica da função. Apesar de que para 
que seja válida tem que perguntar-se em que condiçücs uma funç:w arbitrária 
pode ser integrável neste sentido. Mas se nào é possível recorrer à intuiçào 
geométrica nem a um modo de expressão analítica determinado, cujas 
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propriedades reais se podiam examinar, não resta mais que um só caminho 
para tal investigação: examinar a maneira em que os diversos pontos da funç<1o 
estão repartidos no intervalo (a,b) (domínio de definição). 
É a traduç;w sintética de um sistema de propriedades que uma análise local do 
conjunto de ponlos do intervalo de variação da variável permile por em 
evidência. Mas o instrumento desta análise local já não é, como na época de 
Leibnitz, a diferenciação que conduz sempre a uma expressão analítica 
determinada senão o estudo rigoroso das propriedades da função na vizinhança 
dos pontos de descontinuidade e do estudo da maneira em que o conjunto destes 
pontos está contido no intervalo de variação. Assim, a definição do conceito de 
integral conduz a teoria de conjuntos. 
Um ponlo que não desejamos esquecer é a extensão do conceito de funçJ.o para 
o de funcional. No final do século XIX se percebeu que muitos campos da 
matemática utilizavam transformações ou operadores sobre funções: a 
diferenciação de funções, a integração, etc. Também nos problemas de cálculo 
das variações onde aparecem integrais como 
b 
Ja F(x,y,y')dx 
estas podem ser consideradas como um operador sobre uma classe de funções 
y(x), das quais se busca aquela que faça máxima ou mínima a integral. 
A idéia que motivou a criação da análise funcional foi a de estudar todos estes 
operadores numa forrnulaçao abstrata de uma teoria geral de operadores 
atuando sobre classes de funções. Neste senlido, a função deixa de ser uma 
associação de objetos, ou uma fórmula, etc, para ser considerada uma entidade 
matemálica. 
A teoria abstrata de funcionais foi iniciada por Volterra (s. XIX) em seus 
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trabalhos sobre Gllculo das variaçôcs. Outro matem.:Uico importante que 
desenvolveu esta teoria foi Frcchct, M. ( 1878): com o objeto de conseguir o 
mais alto grau de generalidade, utilizou as idéias de Cantor sobre conjuntos. 
Controvérsias por volta de 1900 (Baire,R., Borel, E. e 
Lebesgue, H.) 
Borel ( 1871-1956) se preocupou em discutir a respeito dos objetos matem<ltkos 
(sua definição). Estabelece, no artigo de 1948, que toda definição em 
matemática deve satisfazer a condição de que os matemáticos, quando falam 
deste objeto, devem ter certeza de que estào falando do mesmo objeto. Em termos 
de funções, Borel se preocupou pelo problema de decidir quando duas funções 
são iguais. 
já em 1898, em seu livro "Surda Theorie des fonctions", estabelece relaç~\o 
entre a teoria de funções e a nova matemática do infinito. Em um parágrafo 
expressa: 
" ... 0 conjunto F definido por Cantor de todas as funções descontínuas de 
variável real que só tomam os valores O e 1, está logicamente definido. 
Mas me pergunto se é possível conceber a função descontínua mais geral de 
uma variável real (supondo que toma somem e os valores O e 1 ). Para dar uma 
tal função, é necessário dar seu valor para todos os valores reais da variável. 
Como este conjunto não é numerável, não é possível indicar um procedimento 
que permita ter todos os valores". 
Observemos que nesta passagem encontramos novamente o problema da 
definição dos objetos matemáticos, que tanto há preocupado a Borel. 
Borel e também Lebesgue ( 1875-1 941) são famosos por seus trallalhos na teoria 
da medida e integração, enquanto que Baire (1874-1932) é conhecido por sua 
classificação das funções descontínuas. 
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Nos trabalhos destes três matemáticos se encontram discussôcs c polêmicas a 
respeito do conceito de função e também reminiscências da velha concepção de 
fun(ào romo expressão analítica. 
Os três pontos de discussão mais importantes foram: 
A- Funções contínuas e descontínuas sem derivadas não eram aceilas até estes 
anos como "reais" objetos matemáticos. 
B-Em muitas publicações pode encontrar-se a velha idéia de que uma função é 
algo que é definido por uma expressão analítica. Se discutiu a respeito de como 
definir o conceito de função. 
C- As questões A e B devem ser analisada sob a luz de questôes tais como a 
classe de definições que são permitidas na matemática para definir objetos 
matemúticos. 
Não somente estes três matemáticos se dedicaram a estas questões, muitos outros 
tem intervindo direta ou indiretamente nestas discussôcs, proporcionando 
contribuições importantes para os fundamentos da matemática. 
As definições modernas 
Monna,A. ( 28) expressa: 
" Através das discussões mencionadas, pareceria desprender-se de que as 
dificuldades em que respeita o conceito de função se encontram nele não poder 
ver que os matemáticos são livres de escolher suas definições e que eles podem 
"ordená-las"da forma em que seja conveniente para desenvolver uma teoria. 
Poderia ser que os matemáticos sentiram que eles deviam buscar definiçôes ou 
descrições de objetos já existentes de uma maneira natural c que todos os 
demais objetos eram artificiais ou patológicos. 
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O campo mais profundo é então um problema de caráter ontológico. A idéia de 
que a matemática cria seus objetos mediante definiçües era desconhecida para 
os matemáticos de tempos anteriores. 
No que se refere a evolução da idéia de função, observo que o conceito de 
correspondência (mapping) foi gradualmente ingressando na matemática. As 
primeiras idéias a respeito da correspondência (mapping) se remomam a 
Bolzano e se torna essencial no trabalho de Cantor. 
A idéia de correspondência entre dois conjuntos gra<.1ualmente se torna 
dominante dentro da matemática, em cujo processo se deve observar o 
desenvolvimento da álgebra. 
Em 1 917, Carathéotory,C. define uma função como uma correspondência do 
conjunto A em os números reais. 
Em 1939, no primeiro livro publicado pelos Bourhaki, se encontra seguinte 
definição: 
"Sejam E e F dois conjuntos, distintos ou não. Uma relação entre um~1 variável 
x de E e uma variável y de F é dita uma relação funcional em y, ou uma relação 
funcional de E em F, se qualquer que seja x pertenceme a E, existe um 
e só um elemento y de F, que está em relação considerada com x. 
Se dá, desta m;mcira, o nome de funçào à operaçfto que associa a todo elemento 
x de E um elemento y de F que se encontra em a relação dada com x; se diz que y 
é o valor da função para o elemento x, y que a funçào estú determinada pela 
relação funcional considerada. Duas relações funcionais equivalentes 
determinam a mesma funçao'". 
Com esta definição, todas as questões a respeito de que é uma "genuína função'" 
perdem sentido. 
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Segundo Spivak,I-1., o conceito mais importante da matemática é o de função. 
Por tal motivo, não deve surpreender~nos que tal conceito tenha chegado a 
definir-se rom uma grande generalidade. 
Hoje em dia, podemos encontrar em alguns textos a seguinte definição, a que se 
refere !Jausdmíf em 1934: 
"Se chama função à terna f,(G,X,Y) tal que: 
G esteja incluido em XxY 
Para todo x pertencente a X, existe um c só um y pertencente a Y tal que: 
(x,y) pertença a G". 
Algumas conclusões 
Luiza Higueras ( 17) manifesta que a constante evolução até definições cada 
vez mais abstratas demonstra uma transformação progressiva desta noção 
tanto 1)a forma (as diferentes definições) como no fundo (os conceitos e 
elementos dos que modela). 
Quamo à forma, é interessante constatar que nas primeiras definições do 
conceito de função as noções centrais são a variação e a dependéncia. A 
correspondência está presente mas de forma implícita. 
Depois, quando nos aproximamos das definições modernas, vemos como 
desaparece gradualmente a variação e depois a dependéncia, conduzindo-nos 
finalmente a uma pura correspondência. 
Quanto ao fundo, é evidente tambêm que existem diferenças significativas 
entre as definições dadas anteriormente, pois nem todas permitem resolver a 
mesma classe de problemas. Recordamos que as primeiras Concepções de 
função surgiram de uma visão qualitativa de problemas relacionados com o 
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movimento dos corpos e todos tinham o tempo como variável independente. 
Mais tarde, estes mesmos problemas foram estudados de forma quantitativa com 
Galilco c tomaram um status mais significativo com o cálculo diferencial de 
Newton c Leibnitz. 
Logo aparece a noção de função como expressão analítica, fazendo esforços 
para expressar todo tipo de funções por meio de desenvolvimentos em séries . .Jú 
não são os problemas da mecânica. senão os problemas internos da análise 
matemática os que levam a desenvolver a teoria de funções. 
Mais adiante, com a tr<.msformação dos fundamentos da matemática, devido a 
teoria de conjuntos, se generalizou o conceito de funçfw até chegar a 
considerar-se como uma correspondéncia arbitrária. 
Na definição da teoria de conjuntos, somente se herda da história deste conceito 
a noção de correspondência. 
Mas a noção de dependência (existência do vínculo entre as quantidades; a 
idéia de que uma mudança de uma das quantidades terá efeito sobre as outras) 
foi primordial para o desenvolvimento do conceito de funçào, (fundamental até 
metade do século XIX). Apesar disso, destaca Rene de Cotret (31), "a noção de 
dependência é dificilmente identificável sem outra noção, que é desde nossa 
posição, o verdadeiro ponto de partkht da funçüo: a variação. fim efeito, o üniro 
meio de perceber que uma coisa depende da outra, é fazer variar cada uma por 
vez e constatar o efeito da variação". 
Os principais elementos da funçào, são pois, a variação, a dependência, a 
correspondência, a simbolização e a expressão da dependência, nem todos 
considerados na definição da teoría de conjuntos deste conceito. Também a 
representação, seja ela algébrica, gráfica ou outra, permite expres~ar 
claramente o vínculo de dependência que existe entre os elementos que 
intervêm. 
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Não pensamos que seja possível englobar todas as características deste conceito 
em uma só definição. 
f: importante perceber que muitas vezes podc~se confundir um ronn~ito com 
sua definição. Neste caso no conceito de função, a análise desenvolvida permite 
identificar todo um processo que se "oculta" detrás da definição da teoría de 
conjuntos adotada hoje em dia (que conserva do passado somente a noção de 
correspondência). Processo que se torna um elemento da análise importante 
para a didática. 
No próximo capítulo desenvolveremos com mais detalhes a relação existente 
entre epistemologia e didática, definindo alguns termos próprios desta 




Relações entre epistemologia e 
didática 
A respeito do estudo histórico epistemológico desenvolvido no 
capítulo 1, a propósito do conceito de função, nos interessa 
discutir agora qual é o papel que desempenha a análise 
epistemológica em didática. 
Segundo Mexo Artiguel a análise epistemológica é necessária para que o 
especialista em didática possa pôr distància e controlar as concepçôcs induzida~ 
pelo ensino que se forja nesta área um indivíduo através de sua própria 
vivência matemática (o que Artiguc denomina representaçôes 
espistemológicas). 
Esta análise permite: 
~devolver história aos conceitos matemáticos que o ensino habitualt.endc 
apresentá-los como objetos universais no tempo e no espaço. Daí a importúncia 
da abordagem histórica e do desenvolvimento histórico dos conceitos. 
-devolver história às noçôes matemáticas, por exemplo, a de rigor, enquanto 
que o ensino habitual cultiva a ficção de um rigor eterno c perfeito da 
matemática. Através da relatividade do rigor surgida desta análise 
epistemológica, podemos observar que os problemas dos fundamentos da 
matemática estão longe de ser sempre os primeiros problemas em matemática. 
o exemplo mais transparente é o da análise matemática: seus fundamentos não 
são postos a funcionar, senão depois de séculos de utilização. Michel Artigue 1 
se manifesta deste modo: 
1 Artigue, Michel ( 1990) "Epistemologie et didanique", En Recherclles cn Didac\iquc eles 
mathematiques 10 (vol 2/3) pag. 241-286. 
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" ... Nesta direção, a da "vigilúncia epistemológica", a de tomada de distância com 
respeito ao objeto de estudo, a análise epistemológica permite também ao 
especialista em dkbtic<l tomar a medida das disparidades que existem entre o 
saber "('rudito" (seguindo a expressão introUuziUa por Chevallard 11<1 qual tenta 
fazer rdcrCncia ao saber que produzem os matemáticos) e o saber "ensinado" 
{o saber que efetivamente se ensina na escola). Em efeito, enquanto a escola 
vive na ficção que consiste em ver nos objetos do ensino cópias simplificadas, 
mas fieis aos objetos da ciência, a análise epistemológica, ao permitir 
compreender o que governa a evolução do conhecimento científico, nos ajuda 
a tomar consciência da distância que separa as economias dos dois sistemas . 
... Y. Chevallard importou da didática da matemática a noção de transposição 
did~Hica, ao início empregada por M. Verret, justamente com o fim de levar em 
conta estas diferenças.(Chevallard utiliza o termo transposição didática para 
fazer referência ao processo de adaptação (transformc.u;ão) dos sabCrcs a 
ensinar, isto é, aqueles saberes que se querem ensinar na escola, em objeiOs de 
ensino). 
Em poucas palavras, neste primeiro parágrafo temos visto como a análise 
epistemológica contribui para que a didática desprenda~sc da ilusão de 
transparência dos objetos que manipula o nível do saber e para que o 
especialista se libere das representações epistemológicas erradas que tende a 
introduzir sua prática docente ... " 
Mas além do manifestado, a epistemologia intervem em outros níveis da 
teorização didática. Ao especialista em didática lhe interessa elaborar uma 
gênese artificial do conhecimento (se à denomina deste modo para diferenciá~ 
la da gênese histórica e por ela se entende à todo o processo de construç;;l.o do 
conhecimento que se levará a cabo efetivamente na <:lula) e se bem as 
restrições que governam estas gêneses não são idênticas as que tem governado 
a gênese histórica, esta última é para o especialista um ponto de referência 
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fundamental d<l anúlise didática, tanto para a análise de um procqso da ensino 
dado como para a elaboração de tal gênese. 
Isto é assim porque os problemas que tem motivado a introduçüo de um 
conceito como os que tem governado sua evolução constituem a significa<;ào 
deste conceito e o problema da significaçüo do conceito é um elemento de 
análise fundamental para o especialista em didática. 
No próximo capítulo cncontra~se-á uma análise detalhada realizada por 
1-ligucras 1 em relaçüo ao processo de transposição didática a propósito do 
conceito de função. Neste, a autora a partir de uma análise epistemológica do 
conceito de função, analisa os saberes que realmente se ensinam na esrola, 
tentado mostrar a distáncia que existe entre este saber c o produzido na 
comunidade matemática. 
Nesta linha, G. Brousseau2 destaca que a história pode ser uma 
guia para identificar os obstáculos e as concepções fundamentais 
para a aprendizagem, mas isto não significa a reprodução no 
ensino de todos os "rodeios" da história. Prctende~se produzir 
efeitos similares por outros meios, o que consiste em agrupar 
estas varianlcs c hierarquizar os caracteres em função de sua 
importància presumida para a reprodução e controle de 
situações que possam provocar a aparição do saber. 
Artigue3 destaca que a análise epistemológica provê ao 
1-Higuera,L Una aproximación a las concepciones de los alumnos de secundaria sobre a 
noción de función", prescntada cn la universidade de granada Cll 1991 
2-Brousseau, G. "Les obstacles epistemologiques et ]e problemes cn mathenJ<Hiqucs. 
Recherchcs en Didactique des malhemaliques Vol. 4 pag. 165-198 
3- Artigue, Michel ( 1990) "Epistemologie et didaclique" En Rcchcrchcs cn Didacliquc dcs 
mathcmatiqucs 10 (vol 2/3). pag. 241-286. 
80. 
especialista em didática certas perguntas fundamentais tanto 
para a produção de investigaçôes corno para a anúlise do en.'>ino 
habitual: 
-O que !-ic deve transferir ao ensino dos constituintes da cultura matemática e 
suas inter-rclaçües? 
- histe uma transposição mínima a respeitar para não desnaturalizar o 
senUdo desta cultura? 
- É isto possível? Sob que condições? 
-Como podem ou devem depender as transposiçôes das pessoas as quais está 
dirigido o ensino? 
-Quais são as restrições que pesam sobre as transposiçôes habituais? 
-Quais são seus efeitos? 
E também destaca que a tarefa do especialista em didática não se limita a 
integrar a sua atividade este questionamento da natureza epistemológica senão 
que também consiste em construir os marcos teóricos que permitam o trabalho 
!-iObre tais questôes e a capitalização das aquisiçôcs dkláticas_ 
Neste sentido, algumas das construções que respondem a estas necessidades sJ.o 
a teoria das situações didáticas elaborada por G. Brousseau e os conceitos de 
dialética instrumento-objeto e de jogo de marcos de R. Douady. 
Em continuidade, enunciaremos brevemente as idéias centrais de cada un1a 
destas teorias. 
2.2 Teoria de situações 
2.2.1 Antecedentes 
Guy Brousseau começa a preocupar-se por questôes vinculadas ao ensino da 
matemática na escola primária: trata-se de determinar de forma científica 
qual pode ser a melhor maneira de ensinar matemática; para isso se propôe a 
busca de uma "programação" do ensino, isto é, de definir um "recorte" do saber 
e uma sucessão de lições que permita a aquisição mais rápida possível, para o 
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maior número possível de alunos. 
Até 1970, o projeto evolui sempre na perspectiva de uma teoria científica, mas 
ampliando o campo: já não se trata somente de definir cientificamente "uma 
progr<unação" matemática sen~i.o de estudar as condiçücs do ato do ensino. Todo 
o que concerne a transmissão dos conhecimentos matemáticos imcrcssa a 
didática. 
Em um colóquio do ;mo 1975. Brousseau destaca que o trabalho do professor, 
assim como o do cspecilista em didática, exige traduzir as noçôes a adquirir 
designadas pelos programas escolares em termos de comportamentos esperados 
dos alunos (resolução de problemas pura os quais estas noções são ferramentas 
para sua resolução). Mas esta tradução necessita que se interrogue a respeito 
do que significa conhecer. É necessário então estudar as condições dos 
processos de formação dos conhecimenl'os nos alunos (manifestados pelos 
comportamentos que se esperam deles), em particular aqueles que podem ser 
controlados ou realizados pelo professor. 
A teoria de situaçôes pretende construir modelos para explicar e compreender 
fenômenos relativos à construção e comunicação de conhecimentos 
matemáticos. 
A hipótese de trabalho sobre a qual se fundamenta a teoria de sil'uações é a 
seguinte: 
"Cada ronhecimento ou cada saber deve poder ser determinado por uma 
situaçào. lima situação é um conjunto de relações que ligam a um agente ou a 
vários; estas relações devem ser tais que esse conhecimento seja necessário 
para sua realização, por exemplo, essas relaçôes podem ser um jogo no qual se 
coloca em funcionamento o conhecimento em questão seja o único meio de 
assegurar ao jogador uma estratégia ganhadora ótima" 
Estas relaçües que se estabelecem em uma situação vinculam a trCs atores 
fundamentais: aluno, professor e meio, a propósito de um saber especifico. 
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Íi importante levar em conta que estamos falando de um modelo e portanto nfto 
deveríamos entender esta hipótese como um princípio inviolúvcl, senão 
fundamentalmente como um paradigma de busca. Poderíamos mostrar com um 
exemplo, como este ponto de partida pode ser útil quando o docente tenta 
pensar na sua classe. 
Num curso da escola secundária, com alunos de 14-15 anos, nós propomos 
analisar a problemática de encontrar uma situação para a qual a expressào 
analítica de uma funçào linear seja um recurso para atingir a resposta. 
Até o momento se havia trabalhado no processo de modelagem de fenômenos 
lineares sem conscgir uma fórmula que vincule as variáveis colocadas em 
jogo no modelo. 
A situação que foi apresentada aos alunos (para este trabalho de modelagem) e 
a seguinte: 
Organização da classe: Os alunos trabalham em grupos de não mais de 4 c 
dispõem de uma pista reta de madeira onde se indica a saída dos carros, um 
carro à pilhas e cronômetros. 
O docente lhes indica que terão um tempo de experimentação e logo deverao 
resolver o seguinte problema: 
"O automóvel dá a largada a ..... em da saída e deverão determinar a que 
distância da saída se encontrará logo depois de .... seg de se ter dado a largada". 
O professor explica aos alunos que deverão experimentar com os carrinhos e 
que façam o que achemm necessário levando em conta que logo depois desta 
experimentação o professor colocará os valores nos espa(OS em branco do 
problema (isto é, lhes dirá a que distância será dada a largada o automóvel e a 
que tempo se quer calcular sua posição) c eles deverão resolver o problema 
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usando a informação que obtiveram na experimentação. 
Ao trabalhar com esta situação e de discutir com os alunos as condi~·ôcs (por 
exemplo velocidade constante ou não do automóvel) para a utilização do modelo 
proposto pelos alunos, nos interessa que possam estabelecer uma relação 
algébrica entre as variáveis distânciada saída e tempo. 
O estabelecimento desta relação não é necessário para a resolução do problema 
exposto c é isto o que nos obriga a buscar outras situações. 
Ao realizar várias experimentações com os alunos, encontramos uma situação 
que, sem ser ótima, permite aproximar~ nos ao objetivo proposto. 
Um dos problemas trabalhados é o seguinte: 
Temos duas pistas retas de 1,30 m de comprimento situadas como se mostra no 
desenho. 
l_sA_·:_~~- j_ _________ r·~~,.." z 
Para a primeira pista colocamos o carrinho em um determinado lugar da pista, 
e este começa a avançar com velocidade constante. Realizamos os seguintes 
registros: 
--
Segundos transnlrridos desde Distáncia à saíd<.t a que se 




No ca.<.o da segunda pista, a distáncia à saída a que se encontra o outro 
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carrinho, em cada instante transcorrido desde que começou a andar, se 




l V..) !O 
z b ! 
a) Se os dois automóveis saem ao mesmo instante então se cruzam em algum 
momento antes de chegar ao final da pista? 
b) Se a resposta anterior é afirmativa, encontrar a que distáncia da saída se 
produzirá o encontro. Se a resposta não é afirmativa, explicar os motivos pelos 
quais o encontro não se produz. 
Nós pensamos que a necessidade de resolver um problema de encontro e 
portanto de resolver uma equação conduz a necessidade de descrever através 
de uma expressão algébrica a relação entre a distância a que se encontra cada 
automóvel e o tempo. 
Escolhemos apresentar o problema através de diferentes representações 
(gráficas para o movimento de um carro e através de uma tabela para o outro 
automóvel) devido que temos observado na experimentaçào que os alunos , ao 
ter um dos movimentos representado por um gráfico, representam o 
movimento do outro automóvel também de forma gráfica e tentam dar uma 
resposta aproximada ao problema. Isto permite analisar os limites das 
representações gráficas e gerar uma discussào pertinente em torno da 
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necessidade de encontrar uma solução analítica (é possível escolher uma 
escala conveniente nos gráficos de tal forma de gerar dúvida a respeito da 
precisão do ponto de encontro obtido em rorma gráfica). Por outro lado, a 
resolução gráfica pode funcionar como um elemento de controle interessante. 
Este é simplesmente um exemplo de busca de uma situação que permite púr em 
jogo um certo conhecimento. 
O ponto de partida da teoria já era claramente formulado por 
Brousscau em 197 5 e aqui já se vê aparecer o gérmen dos 
conceitos que serão explicitados mais tarde, como ser o da 
situação fundamental (situação que permite engendrar todas as 
outras a partir da escolha das variáveis). 
Podemos dizer então que o trabalho de Brousscau evoluiu sob a seguinte 
questão: estudar as condições nas quais se constituem as aprendizagens. O 
controle destas condições permitirá reproduzir e otimizar os processos de 
aquisição escolar de conhecimentos. Parte-se da idéic.t de que o conhecimento 
dos fenômenos relativos ao ensino não é um resultado da simples fusao de 
conhecimentos provenientes de domínios independentes (matemática, 
psicologia, pedagogia) senão que necessitam de investigações específicas. 
O objeto central da teoria é "a situação didática", isto é, o conjunto de relaçtK·s 
estabelecidas explícila e ou implicitamente entre um aluno ou um grupo de 
alunos, t"Ctto meio e um sistema educativo (o professor) a fins de fazer que os 
alunos apropriem-se de um saber constituído ou em vias de constituição. 
Do o ponto de vista da concepção da aprendizagem, Brousseau considera dois 
aspectos rentrais: 
1- o aluno se adapta a um meio 
2- um meio sem intenções didáticas nüo é um meio que permita actingirr a todo 
o conhecimento que a sociedade pretende que os alunos aprendam. 
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2.2.2. Fundamentos epistemológicos 
Para falar de sua concepção de aprendizagem, Brousscau 1 se refere a 
aprendizagem por adaptação: 
"O aluno aprende adaptando~se a um meio que é fator de contradições, de 
dificuldades, de desequilíbrios, um pouco como o faz a sociedade humana. 
Este saber, fruto da adaptação do aluno, manifestkse pelas respostas novas que 
são a prova da aprendizagem. Este processo psico~genético piagetiano parece 
não dever nada a intenção didática. Atribuindo a aprendizagem "Natural" o que 
repousa sobre a arte de ensinar segundo o dogmatismo escolástico, a teoria de 
Piaget corre o risco de aliviar o professor de toda a responsabilidade did;uica: 
isto constitui uma espécie de volta paradoxal ao empirismo. Mas um meio sem 
intenções didáticas é incapaz de induzir no aluno todos os conhecimentos 
culturais que se deseja que ele adquira". 
l~sla concepção de aprendizagem retém essencialmente da teoria de Piaget o 
fundamento da construçi:lo do pensamento na ação e situando o aluno em uma 
aprendizagem a regime descontínuo em situaçôes que lhe criam 
desequilíbrios: estes desequilíbrios são provocados pela confrontação das 
estruturas de pensamento do aluno com uma realidade exterior diante da qual 
estas estruturas se comprovam insuficientes; além disso estes desequilíbrios 
devem ser suficientemente importantes para permitir ao sujeito pôr em dúvida 
seu sistema de pensamento e uma busca de novas formas de organizaçao. 
Neste sentido, todo conhecimento é uma capacidade de resposta, uma adaptação 
lograda ame situaçôes ou ante problemas que se tenham apresentado. Os 
conhecimentos que tem surgido em contextos funcionais, como úteis ou 
instrumentos para adaptação, são transformados posteriormente com o 
propósito de relacioná~ los com outros conhecimentos, de conservá~los e de 
1- Brousscau. G. f'undamentos e métodos da didática da matemática. Publicação da 
Universidade de Córdoba, 11° 19/93 
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transmiti-los, adotando a modalidade de objetos culturais. 
Um saber cultural que encontra-se desligado de sua gênese, constitui um 
produto descontextualizado e despersonalizado. Ü a partir desta modalidade que 
os conhecimentos ingressam nos programas escolares. Trata-se então de 
produzir uma gênese artificial dos conhecimentos de que os alunos aprendam 
fazendo funcionar o saber ou, melhor de que o saber apareça para o aluno 
como um meio de selecionar , antecipar, executar e controlar as estratégias que 
aplica na resolução do problema proposto. 
Brousseau deswca que uma aprendizagem por adaptaçao propôe 
neressariamente rupturas cognitivas: acomodaçôes, mudanças de modelos 
implícitos, de linguagens, de sistemas cognitivos e que estas rupturas podem 
ser previstas pelo estudo direto das situações (efeito das variáveis didáticas) c 
dos conhecimentos. 
Vejamos um exemplo. Suponhamos que apresentamos aos alunos o seguinte 
problema: 
"Tem um quebra-cabeça como o da figura. Tem que fabricar outro como e.'> te 
mas, maior, respeitando a seguinte regra: o segmento que mede 4 em no modelo 
deverá medir 7 em no quebra-cabeça ampliado". 
Os alunos trabalham em grupos de (>crianças e cada uma deve encarregar-se 
de trabalhar com uma peça (cada criança não tem a sua disposição o resto das 
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peças do quebra-cabeça). Quando terminam com a construção, devem juntar 
todas as peças ampliadas e montar o quebra-cabeça. 
A organização da classe é uma variável didática da situação: o fato de que 
cada crüm(a do grupo disponha somente de uma peça faz que não possam atuar 
por ensaio c erro, recortando e provando se as peças enraixam. 
A maioria dos alunos vê neste problema um jogo simples; quase todos usam um 
modelo aditivo: para passar de 4 em a 7 em, somamos 3 em, então tem que somar 
3 em a cada lado das figuras que conformam o quebra-cabeça. 
Quando realizam a prova empírica começam os conflitos: em primeiro lugar 
não se põe em dúvida o modelo empregado senão a realizaç~1o mesma (os alunos 
se acusam entre eles de cometer erros ao cortar, etc.). 
Desde o momento que as crianças admitem que aí deve haver alguma outra lei e 
se põem a buscá-la, as coisas vão muito mais rápido. 
Este exemplo permite observar que os alunos atuam sob um modelo implícito 
que logo deverão reformular (e aqui se produz então uma ruptura cognitiva: 
questionamento de modelos anteriores e portanto acomodações). 
Por que lemos dito que estas rupturas podem ser previstas desde a situação? 
Justamente porque através do uso das variáveis da situação podem-se gerar 
estes conflitos: em nosso caso se tem escolhido que o lado que media 4 passe a 
medir 7 e não a medir 8. Por que razão? 
Porque se há observado experimentalmente que neste último caso os alunos 
para passar de 4 a 8 utilizam o modelo adequado: propõem duplicar todos os 
lados. 
Surpreendente! Os dois modelos coabitam e são utilizados em função das 
variáveis numéricas da situação. Apesar disto não é contraditório para os 
alunos. É necessário então utilizar estas variáveis para pôr de relevo os 
modelos errôneos e submetê-los a discussão (conflito sócio-cognitivo) o 
qual permitirá avançar em o conhecimento. 
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A aprendizagem por adaptação outorga uma importància fundamental à gêncs<::' 
dos conhecimentos para a constituição do sentido: Brousseau define o sentido 
de um conhecimento matemático nao somente pela coleção de siluações onde 
este conhecimento é realizado, portanto teoria matcmálica, não somente pl'ia 
coleção de situaçües onde o sujeito o tenha reencontrado como meio de solução, 
senão também pelo conjunto de concepções (significações), de escolhas 
anteriores que ele repele, de erros que evita, de economias que procura, de 
formulações que conquista, etc. 
A construção do senlido implica uma interação constante do aluno rom as 
situaçôcs problemáticas, interação dialética (o aluno antecipa, finaliza suas 
açôes) onde o aluno compromete os conhecimentos anteriores, os submete a 
revisão, os modifica, os completa, os repele para formar novas concepções. 
Outra referência importante é a Bachelarctl: 
Brousseau retém a idéia de que um conhecimento novo se 
constrói apoiando·se sobre conhecimentos velhos, mas também 
contra estes mesmos conhecimentos velhos. A noção é aprendida 
somente na medida em que ela é utilizável, somente se ela é a 
solução de um problema. Como a noção é aprendida, se tem êxito 
em um determinado domínio de ação, é necessário então um 
"território"de experimentação. Este território é raramente geral 
e definitivo. 
Por este emprego localizado, a noção recebe particularizaçües, limitações, 
deformações da linguagem e do sentido: se ela tem êxito durante longo tempo, 
ela toma um valor, uma consistência, uma significação, um desenvolvimento 
que fará mais difícil sua modificação, sua generalização ou sua rejeição: ela 
lornkse então ao mesmo tempo, para as aquisiçôcs posteriores, um obstáculo 
1-Bachclard, G. A formação do espírito científico, Mêxico, Editorial século XXI, 1978. 
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mas também um ponto de apoio. Vemos assim como a noção de obstáculo, que 
desenvolveremos mais adiante, ocupa um lugar na teoria de situações. Segundo 
esta concepção da aprendizagem: 
-os conhecimentos não se acumulam, senão que passam de estados de 
equilíbrios à estados de desequilíbrios, no transcurso dos quais os 
conhecimentos anteriores são questionados. Um nova fase de quase-equilíbrio 
corrcsponde então a uma fase de reorganização dos conhecimentos, onde os 
novos saberes são integrados ao saber antigo, às vezes modificado. 
-se sublinha a função da "ação" na construção dos conceitos. Trata-se da 
atividade própria do aluno que não se exerce forçosamente na manipulação de 
objetos materiais, senão de uma ação com uma finalidade problernatizada que 
supõem urna dialética pensamento-ação muito diferentes de urna simples 
manipulação guiada, tendente com frequência a urna tarefa de constatação por 
parte do aluno. 
Pensemos em um exemplo: é comum, quando se ensina geometria, que os 
professores trabalhem com materiais concretos, como por exemplo corpos 
feitos com cartão. Agora bem, que se faz comumente com estes corpos? Através 
da manipulação e da observação se pretende "extrair" características destes 
corpos. Neste caso, os alunos atuam pelo fato de estar manipulando os materiais 
concretos, mas não o fazem com a intenção de resolver um problema, para a 
qual esta ação seja necessária. 
Diferente é se, com os mesmos materiais concretos, a professora propõe a 
seguinte situação: 
Organizacão da classe: os alunos se agrupam em 6 e cada um destes grupos 
se divide em emissores e receptores (3 alunos em cada sub-grupo). 
Os dois sub-grupos tem os mesmos corpos feitos em cartão. 
91. 
Problema: O grupo de receptores escolhe um dos corpos e anota em um papel 
o nome do corpo sem que os emissores se informem. Os emissores deverão 
enviar por escrito aos receptores perguntas que serão respondidas tamhém por 
escrito pelos receptores com o objetivo de identificar o corpo escolhido. Não é 
possível enviar nas mensagens desenhos nem utilizar os nomes dos corpos. 
Neste caso, pode ser que os alunos manipulem os corpos, mas o fazem com um 
objetivo claro: buscar formas de caracterizá~los, buscar diferenças e 
semelhanças entre os corpos propostos para poder ir definindo as perguntas 
pertinentes, etc. Isto é, existe uma ação problcmatizada. 
~o conhecimento não é simplesmente empírico (constatações sobre o meio) 
nem pré-elaborado (estrururas inatas) senão o resultado de uma interação 
sujeito-meio. A resistência da situação é a que obriga o sujeito a acomodar-se, a 
modificar ou perceber os limites de seus conhecimentos anteriores e a 
elaborar novas ferramentas (idéia de conflito cognitivo). 
O empirismo parte da idéia de que o conhecimento provem da experiência 
interna ou externa, sendo a experiência concebida como uma leitura ou 
registro de propriedades já organizadas. 
l::ste modelo está muito estendido na educação c pode observar-se em quase 
todas as classes: o professor explica e o aluno constata sobre o meio este saber 
exposto pelo professor. Por exemplo, o professor explica como se multipliram 
as frações e o aluno logo emprega em diversos exemplos a fúrmula proposta 
pelo professor. 
l::xiste uma passagem direta do saber do professor ao aluno e nunca o aluno 
cega a ver produções que podem ser falsas desde o ponto de vista do saber (O 
professor tem as melhores intenções de querer apresentar o conceito o mais 
simples possível e explicá-lo diretamente). 
-as produçücs dos alunos são uma informação sobre seu "estado de saber"'. l::m 
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particular, as produções errôneas não correspondem a uma ausência de 
conhecimento senão, melhor, a uma maneira de conhecer (que às vezes tem 
servido em outros contextos) contra a qual o aluno deverá construir o novo 
conhecimento. 
-os conhecimentos matemáticos não estão separados, daqui a idéia de propor 
aos alunos campos de problemas. 
-a interação social é um elemento importante na aprendizagem. Trata-se tanto 
das rclaçôes professores-alunos corno das relações alunos-alunos, colocada em 
funcionamento nas diferentes atividades. 
Neste ponto é importante destacar que o modelo proposto por Brousscau, pane 
da hipótese de que o aluno "entra" no jogo da aprendizagem, deixando de lado 
aspectos essenciais do social que condicionariam necessariamente esta 
"entrada" no jogo. A "apreciação" do contexto social pelo aluno desempenha um 
papel importante. A iniciativa do aluno no sentido de buscar a aprendizagem 
(tal como definido pelos parâmetros sociais) é indispensável para que o 
processo de educação não seja só de ensino pas5ivo. 
2.2.3. Diferentes formas de funcionamento do conhecimento 
No capítulo 1 dos "Fundamentos e métodos da didática da matemática" Brousseau 
faz referência por um lado ao trabalho do matemático e por outro ao trabalho 
do aluno. A respeito deste último escreve: 
"O trabalho inteleciUal do aluno deve ser por momentos comparável à atividade 
científica que realiza o matemático. Saber matemática não é somente aprender 
definições e teoremas para reconhecer a ocasião de utilizá-los e aplie<l~los; 
sabemos que fazer matemática implica ocupar-se de problemas . 
... Uma boa reprodução pelo aluno da uma atividade científica exigiria que atue, 
formule, prove, construa modelos, linguagem, conceitos, teorias, que a mudem 
por outras, que reconheça as que se adaptam a sua cultura, que recorra as que 
são úteis etc. .. " 
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Como vemos para Brousseau uma boa reprodução por parte do aluno de uma 
atividade científica, exigiria que o aluno atue, que formule, que prove; daí a 
necessidade de separar estas diferentes etapas da atividade científica, 
estabelecendo uma classificação que, independentemente dos conteúdos. 
traduza as diversas relaçôes que estas podem instaurar com respeito ao 
conhecimento. É então a partir da análise de funcionamento do conhecimento 
matemático que Brousseau distingue três dialéticas: as dialéticas da ação, da 
formulaçào e da validação. 
Brousseau explica, em 1972, a denominação da dialética da seguinte maneira: 
"A siluaçào evolui no tempo por sucessão de intercâmbios de informações e de 
ações entre o sujeito e a situação.( ... ) No curso destes intercâmbios, o aluno 
modifica sua idéia inicial da situação, cria e prova um comportamento, um 
modelo mental, uma linguagem ou uma teoria. É um processo dialético." 
Cada urna destas três dialéticas estão incluídas: 
l)Na dialética da ação existe urna interação efetiva com o meio e 
pertinente ao saber a construir, trata·se de interações onde o 
sujeito expressa suas escolhas e suas decisões sem nenhuma 
codificação linguística, por ações sobre o meio; esta necessidade 
e esta pertinência são o fruto de condições apropriadas e 
características sobre as motivações, as açôes e as informaçôes 
acessíveis. Este processo conduz a criação pelo sujeito de um 
saber-fazer que pode mais ou menos explicitar ou validar. 
Uma situação de ação pode ser, por exemplo, quando se pede aos alunos 
reproduzir uma figura que o professor lhes apresenta em uma folha. 
2) A dialética da formulação é um caso particular da precedente. As condiçôes 
suplementares tornam necessário o intercâmbio de mensagens de informaçôes 
com um outro sujeito, de onde se desprende a rriaçflo de uma linguagem e a 
aparição de um saber. Trata-se das interaçôes onde o sujeito atua emitindo uma 
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mensagem dirigida a um meio antagonista sem que a mensagem signifique a 
intençao de emitir um critério. Não trata-se somente de classificar nesta 
categoria as ordens, as questões, etc., senão também todas as comunicaçôcs de 
informaçôes. Certamente a maioria das informações estão implicitamente 
acompanhadas por uma afirmação de validez, mas na medida em que o emissor 
não indique explicitamente esta validez, a mensagem será classificada como 
informativa. 
Uma situação de formulação é por exemplo, pedir aos alunos n~w reproduzir a 
mesma figura que se lhes dá na folha senão escrever uma mensagem, sem 
desenho, que descreva a figura, para que um de seus companheiros possa 
traçar uma figura que possa ser sobreposta. Trata-se de determinar um 
conjunto estruturado de informações suficientes para a reprodução e se trata 
também de elaborar os meios pra transmiti-la em uma linguagem 
compreensível pelo receptor. 
3) A dialética da validação é ao mesmo tempo um caso panicular da precedente. 
Os intercâmbios concernem não as informações senão as asserções. Ela conduz 
a cri~ção de um sistema de validação (de uma teoria) pelo reenvio a outros dois 
tipos de dialéticas. Trata-se de interações tais que as mensagens trocadas com o 
meio são asserções, teoremas, demonstraçües, cmind"s e recebidas com tah. 
Como exemplo desta situação, não se tratará agora nem da construção de uma 
figura nem da elaboração de uma mensagem, senão justamente da 
determinação da validez ou não de mensagens já produzidas. 
Estas três dialéticas não são simultâneas, o trabalho sobre as mesmas está 
condicionado por diferentes fatores: nível de escolaridade, característica dos 
conceitos ... 
A partir de 1977, Brousseau refere-se a situações de ação, formulação e 
validaçào, pela necessidade de estabelecer condiçôes para que tais dialéticas se 
produzam. As "situações" são modelos que permitem gerar estas dialéticas. 
95. 
Inclusive, Brousseau 1 destaca: "Temos sido conduzidos a distinguir no 
desempenho do ~üuno três tipos de questões que comandam três tipos de 
situações didáticas: 
-as qucstôes de validação: o aluno deve cstabclcçcr a validcz de uma asserção; 
ele deve dirigir-se enquanto sujeito, a outro sujeito suscetível de aceitar ou 
recusar suas asserções, de demandar-lhe realizar provas disto que ele propôc, 
de opor outras asserções. Estes intercâmbios contribuem para explicitar teorias 
matemáticas em quanto meios de prova de aquilo que se tenha concebido. 
- Questões de formulação: para a validação, o pensamento deve apoiar-se sobre 
as formulações prévias, mesmo assim se fosse necessário para isto modificá-las. 
As linguagens se elaboram também em dialéticas menos específicas que 
aquelas da validação. 
-questões de ação: são aquelas onde o Unico critério é a adequação da decisão (o 
sistema de elaboração desta decisão podem permanecer totalmente implícito 
assim como sua justifiração). Esta dialética conduz a construção no aluno de 
regularidades, de esquemas, de modelos de ação, com maior frequência 
inconscientes ou implícitas". 
Também Brousseau 1 vincula estes tipos de situações com as aprendizagens: 
" ... a esta tipologia de situações corresponde uma hipótese sobre a dependência 
entre as aprendizagens. Por exemplo os saberes e os <'Onhccimentos são tais 
que para poder formulá-los com propriedade tem que haver uma concepção 
deles c, portanto, fazê-los entrar em um modelo implícito de ação. B certo que é 
inexato que "o que se concebe bem se enuncia sempre rlaramente" e vice-
versa, mas às vezes é quase impossível dizcrcoisas se não temos delas uma certa 
concepção c o que não se concebe adquire dificilmente um sentido por mais 
que se o enuncie! Outro exemplo: É necessário que as coisas hajam circulado, às 
1-Brousseau, G." A memória do sistema educativo c a memória do docente" Editado pela 
embaixada da rrança na Argentina, ( l 994). 
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vezes durante um certo tempo, sem estar sob o regime de um saber organizado, 
para poder ser discutidas, convalidadas, aprendidas de maneiras diferentes que 
como uma simples forma. 
Para um estudante, o fato de conhecer um teorema é habitualmente constatado 
e verificado pela capacidade que tem de dar uma demonstração do mesmo. Mas 
acontece frequentemente que estudantes de matemáticas, não ficam 
convencidos, pelas demonstrações que eles mesmos dão! A demonstração tem 
um resultado para eles de um saber, um conhecimento que tem que produzir a 
pedido, mas não tem força de prova. J::sse saber !'em ficado no nível da 
formulação e da cultura, não tem sido convertido em um instrumento muito 
eficaz, em uma retórica de prova ou na busca da soluçào de um problema, já 
que não está ligado a nenhuma convicção! 
Existe então uma certa dependência entre as diversas formas de relação com o 
saber e os tipos de situações que elas engendram: dialéticas internas de cada 
tipo de situação e dialéticas entre tipos de situaçücs. 
Cada um dos tipos de situações define uma relaçào especifica com o saber 
(modelos de ação, linguagem, asserções o teorias, saberes)." 
Por último, levando em conta que um dos objetivos essenciais do ensino da 
matemática é que o que se ensina está saturado de significado, isto é, que tcnlla 
sentido para o aluno, Brousseau estabelece um vínculo entre a construç:to do 
sentido do conhecimento e os diferentes tipos de .c:ituaçôes: 
"O sentido de um conhecimento se compõem de: 
-o "tecido" de raciocínios e provas dos quais está implicado, incluindo, 
evidentemente os vestígios da:l situações que tem motivado esses raciocínio:!; 
-o "tecido" das reformulações e formalizações com ajuda das quais o aluno pode 
manipulá-los, junto com uma certa idéia das condições de comunicação que as 
acompanham; 
- os modelos implícilos associados a ele e aos vestígios das situa~·ôes de ação q uc 
97. 
os fazem funcionar ou, simplesmente os contextualizam; 
-e as relações mais ou menos assumidas entre estes diferentes componentes, 
relaçôes essencialmente dialéticas. 
Os diferentes tipos de siluaçües tem por objeto fazer com que o aluno mesmo dê 
um sentido aos conhecimentos que utiliza conjugando esses diferentes 
componentes" 
bpecifiquemos que para Brousseau o sentido de um conhecimento 
matemático, como já temos dito, se define não somente pela coleção de situaçôes 
onde este conhecimento é realizado como teoria matemática .. , não somente pela 
coleção de situações onde o sujeito as tenha reencontrado como meio de solução 
senão também pelo conjunto de concepções, de escolhas anteriores que rejeita, 
de erros que evita, de economias que procura, de formulações que conquistam, 
etc. 
Neste vínculo que estabelece entre o sentido e as diferentes situações 
Brousseau tenta pôr em relevo como a tipologia definida, contribui 
diretamente a construção do sentido dos conhecimentos em jogo. 
Analisaremos, como exemplo, os diferentes tipos de problemas que permitem 
dar sentido ao conceito de proporcionalidade direta. 
Pensar em relações de proporcionalidade direta nos remete a situações como as 
seguintes (muitas vezes trabalhadas separadamente sem analisar esta 
característica comum que as vinculam}: 
- Na livraria todos os produtos estão rebaixados em 20% 
- a cada 2 kg de frutas se pagam $3.5 
- O trem viaja a uma velocidade de 50 km/h 
-O plano de uma casa está feito a uma escala de 1:250 
-A pressão da água sob a superfície do mar é diretamente proporcional à 
profundidade. 
-Se deseja calcular quantos pacotes de figurinhas (todos iguais) é necess:trio 
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comprar para ter 60 figurinhas. 
Na construção do sentido da proporcionalidade se deveriam levar em conta: 
os conceitos subordinados (domínio numérico, tipos de números e 
operaçôes, magnitudes, relação entre magnitudes, medida, ... ); os possíveis 
procedimentos de resolução (se nos interessa que se estendam as 
propriedades da proporcionalidade, a definição); as diferentes formas de 
representação (gráfica, por tabelas. linguagem coloquial); os conceitos 
derivados (escalas, porcentagens, peso específico, velocidade). Levando em 
conta estes aspectos (que rertamente não pretendem ser exaustivos) c as 
diferentes formas de funcionamento do conhecimento (ação, formulação, 
validação) é possível pensar em uma organizaçao dos problemas que 
permitirão ao aluno aproximar-se da construçào do sentido da 
proporcionalidade. 
2.2.4 Obstárulos 
Brousscau introduz esta noção em 1 97(,. As duas questôes essenciais desta noç:to 
que retém de Bachelard são: 
-o obst<.'tculo est<.í. no ato mesmo de conhecer. 
-se conhece contra um conhecimento anterior, destruindo conhecimentos 
mal formados. 
Este termo tem sido definido por Gastón Bachelarctl da seguinte maneira: 
"Quando se buscam as condições psicológicas dos progressos da ciência, chega-
se Jogo à convicção de que é em termos de obstáculos como deve propor-se o 
problema do conhecimento científico. Não se trata de considerar os obstáculos 
externos como a complexidade e a fugacidade dos fenômenos, nem de 
1- Bachclard, G. "A formação Jo espírito científico. México, Eúilorial século XXI. 
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incriminar a debilidade dos sentidos e do espírito humano: 
É no ato mesmo de conhecer, onde aparecem, por uma sorte de necessidade 
funcional, as lentidões e os transtornos. É ali onde mostraremos as causas de 
estancamento e inclusive de regressao, é ali onde dedfraremos as causas da 
inércia que chamaremos obstáculos epistemológicos." 
A noção de obstáculo aparece como uma necessidade na teoria, porque em uma 
aprendizagem por adaptação os conhecimentos criados pelo aluno são com 
frequência locais e ligados "de forma conligente e indevida" a outros 
conhecimentos, também "provisórios e incorretos". Além disto, estes 
conhecimentos são personalizados porque provem da açào propia do aluno c 
apresentam, por este fato, uma grande resistência a mudança (a aprendizagem 
por adaptaçào, que permite dar sentido aos conhecimentos, produz 
simultaneamente concepções errôneas, conhecimentos locais que terão que 
pôr em dúvida). A noção de obstáculo é importante porque nos interessa um 
saber em vias de constituição no aluno e a constituição deste saber passa pelm 
conhecimentos provisórios (impossibilidade de ensinar diretamente um saber 
definitivo). 
Uma noção é aprendida somente se ela tem "êxito" e é necessário um território 
para pôr a noção em prática. Este território raramente é geral e definitivo. 
Pelo fato deste emprego localizado, a noção recebe particularizações, 
lirnitaçües, dcformaçôes da linguagem e do sentido: si ela tem êxito durante um 
longo tempo, toma um valor, uma consistência, uma significação, um 
desenvolvimento que farão mais difícil sua modificação, sua generalização ou 
sua rejeição: ela torna-se para as aquisições um obstáculo, mas também um 
ponto de apoio. 
Por exemplo, num curso no qual nunca antes se tinha trabalhado a noção de 
inequação se propõe aos alunos o seguinte problema: 
"Determinar os valores de x que fazem verdadeira a desigualdade 
100. 
3x~z < 2x+6'' 
Os alunos propõem encontrar o valor de x que faz que 3x-Z=2x+G e tendo este 
valor (x=8) dissem: "provamos um valor maior que 8, por exemplo 9". 
Como não cumpre a desigualdade, a resposta são todos os x menores que S. 
Neste caso, os alunos constroem um conhecimento local, utilizável e válido sob 
cenas condições (que eles ignoram) e contra o qual atuaremos no momento de 
querer trabalhar com inequações que não possam ser resolvidas por este 
método. Se poderia pensar contra que conhecimentos o aluno construiu o 
mêtodo que propõe para resolver esta inequação e não sei se poderíamos 
encontrar uma resposta. Isto nos lev~1ria a pensar que não necessariamente 
sempre se constrói o conhecimento em contra de algo. Nós pensamos que a 
no(ão de obstáculo ê principalmente fértil para analisar resisténcias que se 
produzem no ensino em relação a conteúdos específicos e que permite ao 
mesmo tempo tomar consciência que os conhecimentos construídos são 
provisórios. 
Neste sentido creio que deveríamos dizer que o conhecimento constituído pode 
ou não constil'uir~sc em obstáculo, mas não é intrinsecamente um obstáculo. 
Brousseau vincula a noção de obstáculo com a de sentido de conhecimentos e 
ao mesmo tempo esta noção lhe permile ter uma visão diferente sobre os erros 
dos alunos. Para Brousseau, o erro não é só efeito da ignorância., incerteza, 
azar, como se crê nas teorias empíricas ou condutiSlas da aprendizagem, senão 
o efeito de um conhecimento anterior que tinha seu interesse. seus triunfos. 
mas que agora revcla~se inadequado. Brousseau distingue três origens 
fundamenwis para os obstáculos encontrados no ensino da matemática: 
- Uma origem ontogenética, que corresponde aos obstáculos ligados as 
limit-ações das capacidades cognitiva dos alunos. 
~ Uma origem didática, para os ligados às escolhas do sistema de ensino. 
-Uma origem epistemológica, para os obstáculos ligados a resistência de um 
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saber m;:ú adaptado, ou seja os obstáculos no sentido de Bachelard. 
A identificação e classificação dos obstáculos permite, ao especialista em 
dklútica, distinguir entre as dificuldades geralmente encontradas na 
aprendizagem de certas noções as que são realmente inevitáveis por ser 
constitutivas do desenvolvimento do conhecimento. 
A análise dos obstáculos na história da matemática pode proporcionar 
elementos que ajudem a busca de resistência na aprendizagem e também a 
proporcionar elementos para o tratamento de tais resistências mas de 
nenhuma maneira a análise histórica pode contribuir por si só a prova da 
existência de um determinado obstáculo para os alunos atuais. 
Brousseau destaca as condições necessárias, segundo Duroux, para que uma 
dificuldade detectada na história possa ser qualificada de obstáculo: 
-é um conhecimento, uma concepção, não uma dificuldade ou falta· de 
conhecimento. 
- tem um campo de validez e de eficáda, este conhecimento produz respostas 
adaptadas em certo contexto que se repete com frequência. 
-este conhecimento resiste as contradições nas quais se o confronta e ao 
estabelecimento de um novo conhecimento. Não hasta possuir um 
conhecimento "melhor" para que o precedente desapareça, por isso é 
indispensável identificar e incorporar sua rejeição ao novo saber. 
-depois de tomar consciência de sua inexatidão, o conhecimento continua 
manifestando-se de modo intempestivo e obstinado. 
Para Brousseau, é na análise histórica destas resistências e em os debates que 
tem permitido superá-Ias onde devem buscar-se os elementos que permitam 
identificar os obstáculos dos alunos e, sem tentar ajuntar o estudo histórico ao 
didático, buscar também os elementos para construir as situações de ensino que 
permitirão sua supcração.Brousseau manifesta que, para superar estes 
obstáculo.s, é necessário um fluxo suficiente de situaçües novas, inassimiláveis 
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para o obstáculo, rom o fim de desestabilizá-lo, de torná-lo ineficaz, inütil, 
falso, ... Assim, a superação de um obstáculo exige um trabalho da mesma 
natureza que para a construção de um conhecimento (interações repetidas, 
dialéticas do aluno com o objeto do conhecimento). Neste sentido se devem 
propor: 
-situações suficientemente numerosas e importantes para o aluno 
-situações com condições de informaçües suficientemente diferentes para que 
um sallO de informação qualitativo seja necessário (isto permitirá bloquear os 
mecanismos de adaptação e de acomodação das concepções anteriores e 
provocar o questionamento do conhecimento obstáculo). 
Por outro lado e levando em conta as disparidades entre as condiçües da gCnese 
histórica e escolar, se propõe a hipótese da existência para o ensino atual de 
resistência que funcionam como tem funcionado os obstáculos epistemológicos 
no desenvolvimento da matemática sem que seja possível atribuir-lhes 
historicamente o status do obstúrulo. 
Por exemplo, em relação ao conceito de função, um erro habitual, nest·e 
contexto particular, que cometem os alunos é a determinação da velocidade Lio 
automóvel a partir de um gráfico como o seguinte: 
Di5.{f\t.,'.IHt 
A lo SAl; o< 
5 
Várias vezes, os alunos utilizam um só ponto para calcular a velocidade 
fazendo, por exemplo, 30:10=3. 
103. 
Este é um erro resistente mas que não necessariamente deva ser considerado 
como um obstáculo epistemológico. (Quais provas históricas de dificuldades 
análogas poderíamos encontrar?) 
Apesar disso, é uma resistência muito importante que deve ser estudada para 
ter ferramentas didáticas que permitam superá-la. 
Então Artigue se pergunta : é necessário, nestas condições, para conferir-lhes 
o status de obstáculo epistemológico em didática prover a prova histórica de 
dificuldades análogas? 
Também destaca que nas características enunciadas por Brousseau em 
referência a noção de obstáculo, o acento está posto na necessidade de provar a 
resistência atual do conhecimento, ligando assim a noção de obstáculo a 
produção de erros: o conhecimento deve engendrar respostas falsas. Não 
obstante, ela manifesta que existem certos conceitos que não produzem 
resultados errôneos mas que não podem adaptá-se a resolução de certos 
problemas (por exemplo a concepção de número ordinal na historia). 
Portanto, é necessário impor a adaptação didática da noção de obstáculo 
epistemológico ao ser necessariamente produtora de erros? 
Isto remete inevitavelmente , mais além da identificação de obstáculos na 
história ou na aprendizagem de tal ou qual noção, a identificação dos processos 
produtores de obst:tculos no funcionamento do conhecimento. 
Em efeito, quando se atribui-lhe aos números naturais o status de obstáculo 
epistemológico em relação com os decimais, é porque se percebe no 
funcionamento desse candidato o obstáculo a manifestação de um processo que 
se revelou historicamente como gerador de obstáculos: a generalização 
abusiva. Alguns outros processos identificados por Artigue como produtores de 
obstáculos são a regularização formal abusiva, a fixação sobre uma 
contextualização ou um modelagem familiar (por exemplo, no caso dos números 
negativos, a fixação sobre o modelo aditivo de perdas e lucros) c a amalgama de 
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noções sobre um suporte dado (por exemplo, se percebe na história 
noobst{tculo geométrico a propósito dos limites). 
Agora, muitos destes processos são parte integrante do funcionamento normal 
do matemático e ao longo da história, alguns deles t('lll sido muito produtivos. 
Por esta razão, desde o ponto de vista da intervenção didática, além de acometer 
pontualmente sobre um determinado obstáculo, talvez também seja útil ajudar 
o aluno a dominar e controlar estes processos. 
Artigue novamente volta a propor-se algumas perguntas interessantes: em 
função de que, como temos visto, certo funcionamento errôneo para o 
matemático atual pode existir e ser profundamente produtivo na história em 
um momento dado que tem que transpor desta realidade histórica à didática c, 
mais geralmente, o ensino e por que? 
Uma concepção da aprendizagem em termos de obstáculos que nos apressaria 
para superar na busca de mítica concepção acabada e universal é uma boa 
transposição? 
2.2 .5 Concepções 
Arredor do termo "concepçôes" tivemos algumas disrussües que tentaremos 
resumir neste parágrafo. 
Para Artiguc a noçao de concepção responde a duas necessidades 
diferentes: 
-pôr em evidência a pluralidade de pontos de vista possíveis sobre um mesmo 
objeto matemálico (por exemplo, no caso das funçôes, um ponto de vista 
possível é a de correspondência entre conjuntos, outro ponto de vista possível 
é a de dependência entre variáveis, outro ponto de vista possível é a de 
instrumento de modelagem de fenômenos);diferenciar as representaçôes e 
modos de tratamento que o estão associados; pôr em evidência sua adaptação 
mais ou menos boa a resolução de determinada classe de problemas. 
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-ajudar o especialista em diçiática a lutar contra a ilusão de transparência da 
comunica(ào didática tra.nsmitida pelos modelos empiristas de aprendizagem, 
permitindo-lhe diferenciar o saber que ensino quer transmitir e os 
conhecimentos efetivamente construídos pelo aluno. 
Em 1982, Artigue e Robinet desenvolvem uma invesliga<;ão na qual se analisam 
as concepções de diferentes alunos da escola primária francesa sobre o círculo. 
Definem, <l priori, um conjunto de concepções em referência a diferentes 
definições do círculo, todas lógicamente equivalentes definindo, pois, o mesmo 
objeto matemático. Mas cada uma delas corresponde a diferentes maneiras de 
perceber o círculo, de utilizar suas propriedades, sendo por tal razao que se 
associam concepções diferentes a cada uma delas. Estas concepções são logo 
analisadas segundo diversas dimensões: caracterização pontual ou 'global, 
estática ou dinâmica, elementos e propriedades privilegiados. Resumindo 
posteriormente as conclusões do seguinte modo: 
"A distinção que temos operado entre o objeto matemático que é único e as 
concepções variadas que podem associar-lhes nos parece importante. Esta 
constitui, na investigação, uma ferramenta da análise das situações-
problemas, propostas aos alunos como de seus procedimentos . 
... Em outro nível, esta pode constituir para o docente um meio de desprender-
se da simplicidade aparente de certos objetos geométricos. A uniformidade das 
definições e exercícios propostos pelos manuais disfarça de fato a riqueza 
e complexidade das concepções que podem associar-se a estes objetos" 
Os resultados desta investigação põem em evidência a capacidade dos alunos de 
pôr em pri\tica de maneira operatória concepções muito variadas do círculo, 
como assim também a estreita dependência das concepções e as situações. Esta 
dependência é também observada por Guy Brousseau: 
"As concepções dos alunos são o resultado de um intercâmbio permanente com 
as situações-problemas nos quais estão situados e no curso dos quais seus 
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conhecimentos anteriores são mobilizados para ser modificados, completados 
ou rejeitados". 
Para Artigue a concepção é um objeto local associado ao saber em jogo c aos 
diversos problemas na resolução dos quais intervem que constituí uma 
ferramenta tanto para a análise deste saber e a elaboraçao de situações 
did;.Hicas como para a análise do comportamento do aluno. O que interessa ao 
especialista em didática não é montar um catálogo fino de concepções 
possíveis senão estudar a articulação, concepçôes-situaçôcs em uma 
aprendizagem dada. Em 1982, Vcrgnaudl dá uma definição de conccpçüo 
diferente da apresentada. Primeira parte da definição de um conceito 
matemático como sendo uma terna (S,I,s) sendo: 
S: o conjunto de situaçôes que dão sentido ao conceito 
1: o conjunto de invariantes operatórios associados ao conceito 
s: o conjunto de significantes que permitem representar o conceito, suas 
propriedades, e as situ;.u;ües que permite apreender. 
Analogamente para Vergnaud uma concepção estaria formada por essa mc.<.ma 
terna, mas considerando-la em um momento dado da evoluçfto do conceito. 
Com esta definição, Artigue manifesta que a concepção se volta a um obje!O 
ligado ao sujeito e perde seu caráter local. Em efeito, a mui(iplicidade das 
concepçôes possíveis já não aparece como um rasgo do saber, senão como a 
manifestação da multiplicidade de concepções possíveis de um mesmo sujeito 
no curso do tempo. Cada concepção é em si mesma global: leva em conta 
totalidade da estrutura do sujeito em um momento dado, como o conceito leva 
em conta a totalidade do conhecimento sobre o objeto matemático (a autora 
destaca que existe um objeto similar, o conceito imagem, introduzido por Tall e 
Vinner. Deste trabalho encarregar-nos-emas mais adiante). 
I Verg11aud. G, "Teoria de campos conceptuales "Rcchcrches cn dklactiqucs dcs 
nwthematiques Vol. lO {2/3) pags. 3-27 
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Para Artigue esta defini(ão glohal não constituí a ferramenta que o 
especialista em didática necessita. O que interessa ao especialista em didática 
não é a compreensão dessa estrutura global hipotética scnfw a identificação de 
ronccpçôes locais que se manifestam em situação e a análise das condiçücs de 
passada de tal concepção local a outra, já trata-se de rejeitar uma concepção 
errônea, aplicar uma concepção que permita melhorar a eficácia na resolução 
de tal classe de problemas ou favorecer a mobilidade entre concepçôes já 
disponíveis. 
Na sua tese, El Bouazzaoui realiza uma distinção entre as 
concepções: 
- Em relação aos alunos, distingue entre as concepções iniciais, prévias a lOda 
aprendizagem escolar sobre as noções consideradas, c as concepções induzidas 
pelo ensino c, entre estas últimas , distingue entre concepçües controladas pelo 
ensino (construídas pelos alunos e provocadas intencionalmente p_elo 
professor com o objeto de fazer-lhes adquirir uma noção) e não controladas 
pelo ensino (construídas pelos alunos através do processo de aquisiçfw de uma 
noção e não provocadas intencionalmente pelo ensino). 
-Em reação aos professores, ela distingue entre as concepções manifestadas 
pelo professor e as que ele transmite em seu ensino. 
-finalmente distingue estas concepçôes individuais das concepções "coletivas" 
que podem ser transmitidas pelos programas e os manuais, ou identificadas na 
gênese histórica. 
Por outro lado, Margolinasl destaca que a seguinte definição dada por Danicle 
Coquin-Viennot é representativa do uso corrente nos arti~os de didática 
(exceto nos de Brousseau, Artigue e Robinel): 
1-Margonilas. C, "De I importancc du vrai et du faux la classe de mathématiqucs" Editons 
!.a pcnsée Sauvagc. 1993 
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O "conceito imagem" de D. Tall e S. Vinnerl 
Vinner e Tall definem estes termos com o objetivo de diferenciar os conceitos 
matemúticos formalmente definidos e os processos cognitivos através dos quais 
se conrebem. 
"Chamaremos conceito imagem a estrutura cognitiva completa que estú 
a~sociada ao conceito, a qual inclui represcntaçües mentais, propriedades 
associadas e processos. Se ronstrói através dos anos com experiências de todo 
tipo e muda se o individuo encontra-se com novos estímulos e madura deste 
modo" 
Como podemos ver, esta noção é próxima a de concepção, mas em sentido mab 
amplo, como ê definido por Vergnaud. 
Por outro lado, estes autores definem o conceito de "The temporaty concept 
image" indicando que em certas tarefas específicas somente algumas partes do 
conceito imagem são ativadas. Por esta razão, o conceito imagem nüo podem ser 
determinado pela simples observação de um comportamento específico. Nestes 
casos, disscm os autores, estamos tratando com o conceito imagem em certo 
momento. Diremos então que trata-se de "the temporary concept imagc". liste 
conceito é utilizado quando se crê que somente uma parte do conceito imagem 
tenha sido ativada. 
A observação feita por Artiguc da noção de concepção de Vergnaud ê 
igualmente válida para este caso. Como ê possível determinar um conceito 
imagem! Sob que condições é possível distinguir o conceito imagem do 
conceito imagem temporário? 
As noções de concepção e de obstáculos aparecem assim na teoria de 
J- Vinner, S. Tal I. D ( 1981) Concept image and concept definition in mathematics with 
particular reference to li mil anel continuity. Educationat studies in Mathematics. 12. 
151-169 
110. 
situa<;tlcs como guias ou pontos de rcferCncia para a constru~·ào de processos 
didáticos articulados em uma série de situaçôes. 1\s concepçôes jogam o papel de 
um modelo intermediário na tradU<;üo em termos de comportamentos de teorias 
ou de prúticas sociais. 
2.2.6 O ensino 
1\ concepção do ensino associada a esta concepção de aprendizagem está ligada 
a constituição do meio. 1\ este respeito Brousseau 1 disse: 
"A concepção moderna do ensino vai demandar ao professor provocar nos 
alunos as adaptações desejadas, por uma eleição sensata dos "problemas" que 
ele propõe. Estes problemas, escolhidos de forma que o aluno possa aceitá-los 
devem fazê-los atuar, falar, refletir, evoluir por seu próprio movimento. Entre 
o momento em que o aluno aceita o problema como seu e aquele em que produz 
sua resposta, o professor se recusa a inwrvir C'lll qualidade de ofer~cedor dos 
conhecimentos que quer ver aparecer. O aluno sabe que o problema foi 
cscplhido para fazeê-lo adquirir um conhecimento novo, mas deve saber 
também que este conhecimento está inteiramente justificado pela lógica 
interna da situação e que pode construi-lo sem ter presente razões didáticas. 
Não some111e pode senão que também deve porque só terá adquirido 
verdadeiramente este conhecimento quando seja capaz de pô-lo em prática em 
situações que encontre fora de todo contexto do ensino ou em ausência de toda 
indicação intencional. Tal situação é chamada a-didática (no sentido de que 
desaparece a intenção específica de ensinar). 
Cada conhecimento pode caracterizar-se por uma (ou mais) situações a-
didáticas, onde se preserva o sentido desse conhecimento, e que nós 
1-Brousseau, G. Fundamentos y métodos de la didúctica de h1 nhltemútica. Publicw:;ão de la 
llniverisad de Córduba. no 19/93. 
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chamaremos situação fundamental. Esta situação ou esse problema escolhido 
pelo professor é uma parte essencial da seguinte situaçao mais ampla; o 
professor busca devolver ao aluno uma situação a-didática que provoque nele a 
interação mais independente e mais fecunda possível. Para isto, comunica ou 
abstém-se de comunicar, segundo o caso; informação; perguntas; métodos de 
aprendizagens; heurísticas; etc. O professor está então implicado no jogo com o 
sistema de interações do aluno com os problemas que ele expõe. Este jogo ou 
esta situaçào mais ampla é a situação didática. Na didática moderna, o ensino(· 
a devolução ao aluno de uma situação a-didática correta, e a aprendizagem é 
uma adaptação a esta situação. 
2.2. 7. Algumas consideraçôcs finais 
A teoria de situaçõestcm evoluído, criado novos conceitos, e novos resultados 
aparecem a medida em que a comunidade de especialistas em didática cresce. 
Apesar disso, para o objetivo de nossos trabalhos, cremos que os conceitos 
desenvolvidos são suficientes, jú que no próximo capítulo centraremos a 
atençào nas invesligações já realizadas em torno das concepções vinculadas 
com o conceito de função e não no desenvolvimento de uma engenharia 
didática. 
2.3 Dialética instrumento-objeto e jogo de marcos 
Este enfoque tem sido elaborado por Regine Douadyl sustentando 
essencialmente na construção de conhecimentos científicos para elaborar uma 
gênese escolar dos conceitos que: 
- Ê conveniente distinguir para um conceito matemático seu caráter de 
instrumento e seu caráter de objeto. Por instrumento se entende "seu 
1- Douctdy, R. "Jeux de cadres et dialectique outil-objet. Recherches en didacliqucs des 
mathém;Hiques. vol 7.2. pags. 3-30 1990 
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funcionamento científico nos diversos problemas que permite resolver". Um 
concei\0 adota o sentido por seu caráter de instrumento. Os instrumentos 
podem pertencer a diferentes marcos: físico, geométrico, numérico, gráfico ou 
outro, tendo cada marco seus objetos, relaçücs e formulaçües. 
Por objeto, se entende " um conceilü matemático considerado como objeto 
cultural que tem seu lugar em um edifício mais amplo que é o saber erudito 
reconhecido socialmente em um dado momento". A atividade principal na 
matemcHica, no quadro escolar, consiste em resolver problemas, em expor 
questôcs. O investigador pode declarar resolvido um problema se pode 
justificar suas Lieclaraçôes segundo um sistema de validação próprio da 
matemática. Neste caminho, cria conceitos que jogam o papel de instrumentos 
para resolver problemas. Quando passa à comunidade científica o conceilo é 
descontcxtualizado para que possa servir novamente. Se converte assim em 
objeto de saber. 
-um conceito habitualmente desempenha o papel de instrumento implícilo 
antes de tornar-se um objeto do saber constituído. 
-pode ser mobilizado em geral em vários marcos (físico, geométrico, numérico, 
informático, etc) entre os quais se estabelecem correspondências que podem 
ser motores do progresso do saber. 
Daí as noçücs de dialéticas instrumento·objeto e de jogo de marcos nos quais se 
funda a estrutura "atividades-ínstiludonalização-exercícios" que ela constrói. 
O funcionamento da dialética instrumento-objeto estú canKtcrizada pela 
organização esquemática seguinte: 
Dado um problema inicial: 
Fase a) Antiga: 
Esta etapa consiste em pôr em marcha um objeto conhecido como instrumento 
explícito para iniciar um procedimento de resolução do problema ou pelo 
menos de uma pane do problema. I_sto é, se mobiliza o "cmtigo" para resolver 
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parcialmente o problema. 
Fase b) Busca: 
Na segunda etapa, o aluno encontra dificuldades para resolver completamente 
seu problema, já seja porque sua estratégia é muito custosa ( em quantidad<' dl' 
operações, em risco de erros, em incertezas sobre o resultado ... ) ou porque essa 
estratégia não funciona mais. Se orienta o aluno para que busque outros meios 
melhor adaptados a sua siluação. Reconhecemos ali o começo de uma fase de 
ação. O aluno pode então pôr em marcha implicitamente instrumenlüs novos; 
pela extensão do campo de validez, ou por sua natureza mesma. 
Desde a ótica do aluno, as concepções à obra nesse momento entraram em 
conflito ou em ressonúncia com as al11igas. Os erros ou contradiçües podem-se 
converter nas posturas de processos dialéticos de formulação e validação para 
resolver os conflitos c assegurar as integrações necessúrias. 
Fase c) explicitaçao: 
Na etapa anterior alguns elementos tiveram um papel importante, quase 
decisivo e são suscetíveis de ser apropriados para esse momento da 
aprendizagem. 
Ustao formulados em termos de objetos ou em termos de práticas, com sua 
condição de emprego circunstancial. Nesta etapa identificam-se os novos 
objetos. 
Fase d) institucionalização: 
Se institucionalizao que é novo e retém com as convençücs em curso, 
eventualmente com definições, teoremas e demonstrações. I:stc novo que se 
retém está destinado a funcionar posteriormente como antigo. 
Fase e) familiarização-reinversão: 
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A continuação damos aos alunos diversos problemas destinados a provocar o 
funcionamento romo instrumentos explícitos dos que hú sido 
institucionalizado, a desenvolver hábitos e destrezas, a integrar o saber social 
com o saber do aluno. l:sses problemas simples ou complexo,<, sú püem em jogo o 
conhecido. 
Fase f) =a) Complexidade da tarefa ou novo problema: 
Fica por utilizar os novos conhecimentos dentro Ue uma sitw.tção compkx.t que 
implica outros conceitos conhecidos ou procurados pela aprendizagem. O novo 
objeto é suscetível de converteu-se-se em antigo para um novo ciclo da 
dialética instrumento-objeto. 
O jogo de marcos traduz a intenção de explorar o fato de que a maioria dos 
conceitos podem intervir em distintos domínios c diversos marcos: físico, 
geométrico, numérico, gráfico e outros. Em cada um deles se traduz um 
conceito em termos de objetos c rclaçües que podemos chamar os significados 
do conceito no marco. 
Para introduzir e promover o funcionamento dos conhecimentos, escolhemos 
problemas onde aqueles intervêm em dois marcos como mínimo. 
Privilegiamos os marcos nos quais a imperfeiç<1o de correspondências, 
intcrmarco~ (algumas de ordem matemática vinculadas à situação mesma, 
outras vinculadas as diferenças de competências dos alunos entre os diferentes 
marcos) cria desequilíbrios que se trata de compensar. 
A organização que Douady propõe, por seu caráter interativo, obriga ao aluno 
a tratar uma informação frequentemente abundante, que emana de várias 
fontes e qucsc expressa indistintamente com correspondências parciais entre 
os diversos modos de expressão. 
A situação é por construção, motivo de desequilíbrio. A busr<t para melhorar as 
c-mTespondéncias e a argumentação desenvolvida com este fim são meios de 
recquilíbrar. 
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Capítulo 3 Diferentes investigaçôes em relação 
as concepçôes de função 
3.1 Introdução 
Este último capítulo estará dedicado em apresentar os aspectos mais 
importantes das investigações existentes no ámbito da psicologia cognitiva e da 
didática em relação às concepçües dos alunos relativas a noção de funçao. 
í: necessário advertir que as invcstigaçües nesta área do conhecimento são 
locais c que se bem tem a ambiçào de realizar uma contribuição para o ensino, 
devemos ser muito çuidadosos com as condusôcs que possam extrair-se a partir 
das mesmas. Quando um investigador em física realiza experimentos de 
laboratório ninguém dúvida que ali, até chegar a inovação dos processos 
produtivos na indústria, tem um longo caminho por percorrer. 
Apesar disso, a histôria educativa mostra que se tem tentado levar i\ sala aula 
inve~tigaçües que não tinham como fim esta aproximaçfto direta entre o 
produzido no ámbito das buscas teóricas e o ensino propriamente dito. 
Como o expressa Grecia Galvez 1 
"ninguém ousaria criticar na atualidade um desenho experimental realizado 
em um laboratório, argumentando que isso não se pode pôr em prática na 
indústria ( apesar de que faz um par de séculos, os trabalhos de Newton sobre a 
descomoosicão da luz foram criticados por seus elevados custos, já que 
requeriam de espaços muito amplos). Ao contrário, é frequente pensar que 
tudo o que se faz em uma sala de aula com caráter experimental deve poder 
rcpctir-~e em uma aula qualquer". 
l- Galvcz, G. "L<l didáclica de las matemáticas. En Didáctica de 
matemáticas::Aportes y rerlexiones.Editorial Paidós, 1994 
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3.2 Aspectos conceituais c componentes das funções 
O tratamento do conceito de funçào é complexo porque: 
-existem numerosos .wb-conceitos associados a ele. Por exemplo, os de 
contradomínio, domínio, imagem, variável, dependência, critério ou lei, 
extremos, crescimento, continuidade, etc. 
-em matcmútica o concdto de função funciona como um elemento que unifica 
diferentes campos como a álgebra ou a geometria, cxi~indo portanto de um 
processo de abstração substancioso. Os níveis de abstração cstao vinculados com 
a l'Sirutura do conceito de funç;lo: o núnwro de variaVL'is, o tipo (.f(~ 
contradommio (finito, discreto, contínuo), o tipo de definição (explícita, 
implícita, ou por rccursão) etc. 
-Uma mesma função admite diferentes represcntaçücs (tabelas, diagramas, 
gráfico, fórmula, descrição verbal). Estes aspectos contribuem que os alunos 
encontrem ainda mais dificuldades em sua aprendizagem. 
Por todas estas razücs Cusmún, I. I afirma: 
"Uma fm1~·ao nao é: 
nem uma tabela de valores, 
nem uma representação gráfica, 
nem uma série de teclas de uma calculadora, 
nem uma fórmula. 
Ü tudo ao mesmo tempo". 
Levando em conta esta complexidade e tentando precisar o status da noção de 
função, Guzmán considera que este conceito "reflete uma multiplicidade de 
registros, relacionados todos entre si por meio da linguagem" 
l- Guzman, I. "Registres mis en jeu par la notion de fonction. Àllll<\lc:> de 
Didactiques ct de Sciences Cognitives. 2, págs.ZJ0-260, IREM Strasbourg, 
I 989. 
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Para representar os diferentes registros postos em jogo por esta noç<lo, propüc 





Como se pode observar. todos os registros de tratamento cstào situados sobre um 
mesmo plano: tem o mesmo status, porque cada um se caracteriza pela 
possibilidade de subministrar uma representação concreta de uma funç-ao. A 
estrutura matemillica da função está em um plano mais alto. 
A respeito dos componellles que podem identifirar~se no conceito de função, 





1- Dcyfrus.T. e Eisenbcrg, T. "lntuitive functional concpts: a bascllinc study 
on intuitions.". Journal for research in Mathematics Education, 13, S. págs. 
360~380, I 982. 
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( 1) Representações, notações, sim bolos: 
- pares ordenados 
- diagrama de nechas 
- grúrira cartesiana 
- regra(s) algébrica(s) 
- tabela de valores 
- procedimento informático 
(2) Conceitos associados: 
- imagem de um elemento 
-imagem de um conjunto 
-original de um elemento 









-composição de funçôes 
- função inversa, 
( 3) Níveis 
-domínio (D) c contradomínio (R) finitos 
-domínio e contradomínio intervalos limitados de R 
-domínio e contradomínio discretos 
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-domínio e conl'radomínio contínuos 
-domínio numerável, contradomínio finilo 
-uma variüvcl independente, f(x) 
-duas variaveis independentes, f(:x,y) 
- f unçües explícitas 
- funçOcs implícitas 
- funçücs recursivas 








Todas estas podem ser representadas no seguinte "bloco funrion;.tl" 
r 
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Estes autores identificam nos alunos dificuldades em compreender o essencial 
da noção, em ver o paralelismo entre formas equivalentes do nmccito e na 
aplicação de conceitos básicos. Uma das perguntas que os autores se propüem 
como importante para a aquisiçüo do conceito de função é: Como é possível 
transferir elementos das funçües de um contexto ao outrol 
Esta pergunta fica proposta como uma das questões presente em 
todo o trabalho que se pretenda proporcionar instrumentos 
didáticos à aquisição do conceito de função. 
3.3 As concepções relativas ao conceito de função 
Contribuiçües de Vinner,S. e Drcyfus,T. 
Em primeiro lugar desenvolveremos as idéias centrais do artigo que Vinner 
publicou em 1983 intitulado "Conrept definition, concept image and the notion 
of function". 
;\primeira parte deste artigo define as noções de concept imagc and concept 
dcfinition que, de maneira simplificada, apresentamos no capítulo 2 ao falar 
de concepçôes. Por "concept definition" entende-se uma definição verbal que 
explica exatamente o conceito de uma forma nao circular. 
O conceito imagem é a estrutura cognitiva completa que está associada ao 
conceito, a qual inclui representações mentais, propriedades associadas c 
processos. Constrói-se através dos anos com experiências de todo tipo e muda se 
o indivíduo encontra-se com novos estímulos c amadurece deste modo. 
Vinner estabelece que para cada conceito existem dois diferentes 
compartimentos na estrutura cognitiva: uma para o concept derinition e a 
outra para o concept image. Pode haver interação entre os dois 
compartimentos apesar de que ambos podem ser formados independentemente. 
Por outro lado, este autor define o "The temporary concept image" indicando 
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que l'lll renas tarl•fas csperíficas ~IJ1t'Has algumas partes do conceito irnagt'm 
sao ativadas. Por esta razão, o conceito imagem não pode ser determinado pela 
simples observação de um comportamento específico. Nestes casos, dizem m; 
autores, estamos tratando com o conceito imagem em certo momen10. 
Diremos entao que se trata de "the temporary concept image". Este conceito é 
utilizado quando se crê que somente uma parte do conceito imagem tenha sido 
ativada. 
Na segunda parte apresenta-se uma experiéncia realizada com 150 estudantes 
(High school) de jerusalém, em 1978. 
O conceito de função foi formalmente introduzido aos alunos como se antes 
não o tivessem conhecido. A professora destes estudantes usava um livro no 
qual a função era definida como uma correspondência emre dois conjuntos 
tais que arada elemento do domínio lhe corresponde exatamente um elemento 
no contradomínio. A partir de uma das perguntas do questionário (Na sua 
opinião, o que é uma função?) o autor classificou as definições e determinou as 
imagens conceituais que manifestavam de dita noção através da análise das 
rcsposli.\s. 
Classificou as respostas dadas pelos alunos em quatro categorias: 
I - Definições que misturam a definição que proporciona o livro texto com 
alguns elementos constitutivos de seu conceito imagem. Os alunos tentavam 
construir com suas próprias palavras a definição do livro, mas ús vezes era 
totalmente incorreta 
Jl - Uma funçào é um critério (regra) de correspondência. Isto elimina a 
possibilidade de ser uma correspondência arbitrária. Também usavam palavras 
tah. como "lei", "relação", "dependência entre variáveis". etc 
Nesta categol"ia se sente, algumas vezes, a influência da categoria anterior 
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(os alunos usam termos da definição do texto) mas o aspecto de "critério" 
ou "regra" era Uominantc. 
Jll -a função é um termo algébrico, uma fórmula, uma equação, uma 
manipulação aritmética, etc. 
IV- Definiçôes nas quais alguns elementos da imagem mental se ctao como 
definição do conceito ("é um gráfico", "é um diagrama de flechas", etr) 
Em seguida analisou as imagens conceituais dos alunos e encontrou que muitas 
nào são consistentes com as dcfiniçôes dos livros de texto. 
Classificou estas imagens nas seguintes categorias: 
I- Uma função pode dar-se por meio de um critério (regra). Quando se 
encontram dois nitérios diferentes em domínios disjuntos ('nlão isto 
repre,..,enta aos alunos duas funçücs diferentes. 
11- Uma função pode expressar-se por critérios diferentes em domínios 
disjuntos, mas só quando estes domínios são semi-retas ou intervalos de R. 





si x distinto de O 
si x =O 
não é admitida como função. 
III- As funçôcs não expressas algebricamente somente existem e sfw 
reconhecidas pelos matemáticos. 
IV- O grúfico de uma funçfto hú de ser sempre "razoúvel" (isto é, com certa 
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regularidade). 
V- Para todo "y" do contradomínio tem somente um "x" do domínio que lhe 
corresponde. Segundo Vinner, este ponto de vista é o resultado de uma 
incorreta memorização da definição do livro texto. 
VI- Uma funçào é uma correspondência um a um. Novamente, segundo Vinner 
isto é o resultado de uma distorção da definição do livro texto. 
Em 1989 surge outro artigo de Vinner e Dreyfus intitulado "Imagens and 
definitions for the concept o f function", no qual se explica um estudo realizado 
com 271 estudantes e 36 professores de "júnior high srhool". 
Nesta investigação, novamente examinam alguns aspectos das imagens 
conceituais e das definiçôes que os alunos e professores tem da noção de 
função. Também analisam um estudo da compartamentalização. 
bte fenômeno ocorre quando uma pessoa tem em sua estrutura cognitiva doi~ 
esquemas diferentes potencialmente conflitivos. Certas situaçôes estimulam 
um esquema e outras situaçôes estimulam outro. Os comportamentos 
inconsistentes não são os únicos indicadores da comportamentalização. 
Algumas vezes, uma situação dada não estimula o esquema que é mais relevante 
em relação a dita situação. Por exemplo, certos alunos enunciam 
em forma correta a definição formal de função c inclusive aceitam uma rena 
correspondência descontínua como sendo uma função, mas quando se lhes 
pede para justificar por que não utilizam a definição proposta senão que 
respondem:" é uma função descontínua". 
Os autores classificaram as definições dos estudantes em seis categorias, 
refinando desta maneira o que já tinha sido realizada por Vinner em 1983. 
Cada categoria é ilustrada com algumas das definiçôes propostas pelos alunos. 
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I -Correspondência: "uma correspondência entre dois conjuntos de 
elementos" ,"Para IOdo clememo em A existe um c só um elemento em B" 
I!- Relação de dependência: "Íi uma dependência entre duas variáveis"," í~ uma 
concxào entre duas magnitudes" 
IJt- Critério ou regra: "A funçào é uma regra" ,"O resultado de uma certa regra 
aplicada a um número variável" 
IV- Operação: "uma funçào é uma operação" ,"uma operaçào feita a certos 
valores de x que faz corresponder a cada valor de x um valor de y" 
V- Fórmula: (Expressão algébrica, equação, fórmula) "uma função é uma 
equação expressando uma certa relação entre dois objetos" ,"uma expressüo 
matemática que dá uma conexão entre dois objetos". 
VI - Representação: (a função é identificada com um gráfico ou uma 
representação simbólica) "É um gráfico que pode ser descrito 
matemáticamente", "É uma coleção de números em uma certa ordem que podem 
ser expressos em um gráfico". 
As imagens conceituais as classificam em 4 categorias. Nestas recolhem 
alguns dos principais aspectos do conceito de função que desempenham um 
papel fundamental nas explicações dadas pelos alunos. 
I- Unicidade: Se uma correspondência fixa exatamente um valor para todo 
elemento de domínio, então se trata de uma funçào. Em caso contrário não o 
será 
li - Descontinuidade: Se o gráfico tem um orifício, a correspondência é 
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descontínua em um ponto de seu domínio. 
lll - Domínio partido: Em cada subdomínio existe um critério diferente de 
correspondência. Como consequência, o gráfico pode mudar sua forma de um 
subdomínio a outro. 
IV- Pontos excepcionais: Se existem pontos para os quais a regra geral não ti 
válida. 
Os autores consideram que alguns dos quatro aspectos recentemente 
mencionados foram as principais causas que muitos alunos rejeitaram uma 
determinada relação como função, no entanto para outros foram razücs p~1ra 
aceitá-las. 
Por último destacam que o fenômeno de comportamentalização C talvez, um dos 
aspectos mais importantes deste estudo. No questionário apresenrado, seis 
perguntas faziam referência à diferentes aspectos do conceito de função. 
Entretanto, a sétima e última pergunta pedia uma definição de tal conceito. No 
total, 56% deram uma definição formal (Dirichlet-Bourbaki) para responder a 
esta útilma pergunta, mas não a utilizaram para responder as seis primeiras 
perguntas. A mesma porcentagem se deu entre os professores. 
Como conclusão os autores destacam alguns aspectos que podem ter implicaçü('S 
para o ensino: dever-se-ia causar dúvidas sobre o ensino da definição 
Bourbakista em cursos onde não é necessária. Se as funções descontínuas, as 
funções dadas por pedaços e as funções com pontos excepcionais são 
necessárias então os autores pensam que deveriam ser introduzidas como ca,c,o,<, 
especiais estendendo as experil~ncias prévias dos estudantes. A definição 
formal deveria aparecer somente como conclusão de vários exemplos 
introduzidos aos estudantes. 
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Observação: Os autores deste artigo destacam conclusões que, a nosso 
l'ntcndcr, c segundo algumas das noções que sustentam nossa proposta c qul' j~·l 
foram dc~l·nvolvidas no capítulo 2, são parte essencial de uma postura did<üira. 
A necessidade do desenvolvimento de uma noção está vinculada com a 
construção do sentido de um conceito matemático. 
Por outm lado, os autores enunciam propostas did~Hicas que pareceram 
sustentar-se no produto da investigação. Apesar disso, em que se baseiam para 
arirmar que a definição formal deveria aparecer somente como a conclusüo de 
vários exemplos? (além disso, a expressào "deveria" implica uma anrmaç;lO um 
tanto contundente). Ao nosso entender, estas propostas carecem de 
fundamento. Apesar disto, não significa que os estudos cognitivos popostos não 
tenham valor ou não possam proporcionar algum recurso para a ação didática. 
Simplesmente nos parece que para conseguir este objetivo fazem falta outro 
tipo de trabalhos que os autores não considerou. O que estamos em desacordo é 
na extração de conclusões didáticas de estudos cognitivos sem nenhum tipo de 
fundamento. 
Contribuições de Ana Sfard 
Origem operacional dos objetos matemáticos e o dilema da 
reconstrução (reification) :as funções. 
Em geral, no ensino secundário, uma vez apresentada a noção de função espera 
se que a analise e a manipule com uma confiança que só pode ser alcançada 
por aqueles que a tratam como se fora um objeto reaL 
Muitos dos estudantes parecem não ter esta habilidade. 
Ser consciente deste longo e penoso processo que precede o nascimento de um 
objeto matemático pode ser a senha para compreender alguma das dificuldades 
que tantos alunos têm. 
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A forma alUal de introduzir os conceitos matemáticos se sustenta no seguinte 
processo: um objeto se constrói com a ajuda de outros. 
A autora destaca que a mensagem onlOiógica tücita desta aproximação 
(concep<;ão) é que as entidades matemáticas ~t' parecem muito as coisas reais: 
são permanentes, sua existência não ctept'nde do juízo ou da vontade 
humana, se as podem manipular de acordo com determinadas regras, se as 
podem combinar para formar estruturas mais complexas igual as peças do 
brinquedo "Lego". 
Na maioria das vezes, tratar as noções matemáticas como se fossem entidades 
parecidas aos objetos não é a única possibilidade . Se bem que neste tipo de 
concepção, que neste trabalho será chamada Estrutural, parece prevalecer nas 
matemútica moderna, existem definições matemáticas aceitas que revelam uma 
aproximação operacional bastante diferente: se concebe uma noção como um 
processo computacional ao invés de uma construção estática. Tal dualidade 
pode ser encontrada no caso das funções , a qual em uma ocasião será descrita 
como um processo computacional c em outra como uma relação estútica. 
Sfard destaca dois aspectos especiais da aproximação que trata neste artigo: 
1- quando se fala de concepções estrutural e opercional, estar-se-á referindo 
às crenças implícitas dos alunos sobre a natureza das construções matcmúticas 
mais do que às suas habilidades ou destrezas. 
J~ste ponlü de vista implica uma distinção delicada entre os termos objeto c 
entidade, termos que outros autores parecem utilizar como sinônimos. 
Nesl'e artigo, ao falar de "objetos" se faz referência à maneira de manipular a 
informação e significará não muito mais que uma visao global (totalidade 
integrada). tanto que quando se fale de "entidade" esta levará consigo uma 
mensagem ontológica e por onde seu alcance será mais restrito. 
Um objeto abstrato é uma entidade conceitual, mas é muito mais que isto; é uma 
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metáfora que faz uma construção matemática da imagem de uma coisa material. 
2- devem se entender neste artigo os termos objeto e processo como facetas 
diferentes da mesma coisa em vez de totalidades diferentes. Em outras palavras, 
apesar os modos de pensar operacional e estrutural são muitos irncompatívci~. 
de fato são complementares. 
No caso das funções é mais provável que o estudante veja uma funç;:lo como um 
objeto quando a vé em um gráfico do que quando a I€ ou executa um programa 
para computar seus valores. 
No que segue, a autora destaca as concepções em relação a uma postura 
espistemológica. Destacaremos aquelas idéias relevantes para nosso propósito. 
Origem operacional dos conceitos matemáticos: o caso da função 
A busca do processo de construção de um conceito é difícil c nem sempre estú 
associado a forma de apresentação de dito conceito. 
Anteriormente, a autora tinha já dcst;:wado que "as concepções estruturais 
usualmente tem sua origem em operacionais", em outras palavras, os objetos 
abstratos tem sua origem em algum processo computacional. 
Uma análise de vários exemplos feito pela autora em 1988 e 1991, chega a 
conclusão de que muitas noções matemáticas foram concebidas 
operacionalmente muito antes que se formulassem suas representações e 
definiçües estruturais. 
A história do conceito de função serve como exemplo de que os conceitos 
operacionais precedem aos estruturais. 
Este conceito esteve, ao princípio, ligado a processos computacionais. A 
Uerinição de runção de Bernoulli c a "expressão analítica" de JjuJcr usam as 
entidades algébricas para impor as quantidades variáveis permanência c 
estabilidade parecidas as de um objeto. 
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1\ idcntiricaç<i.o das funçücs com uma curva hidimC'nsional foi outra tentativa 
de dotar o processo computacional de uma fisionomia, de uma coisa real. 
Durante um longo tempo, nem as expressües algébricas nem as repn·sentaçües 
gráficas pareciam ser muito dctivas como meio de convtTI<.'r processos l'lll 
objetos. 
As definiçôcs de I:uler c de Bernoulli se baseavam no conceito da variável. 
Ao romet;o as vari~-lVeis e as constantes foram provavt•lmente concebidas como 
signos em um papel. Identificadas com signos, as variáveis pareciam ser 
objetos 1·eais sobre os quais se opera um processo. tvluitos pensaram que esta 
concepção de variável não era matemátiramente sensata: não era digno falar 
de letras como se fossem coisas reais; devia fazer alguma entidade abstrata 
detrás do símbolo. Mas a natureza desta entidade não foi totalmente clara para 
eles. Não passou muito tempo para que Euler se dera conta que devido a cenas 
indeterminações das noções subjacentes sua simples "expressão analítica" não 
servia. l~m 1755 substitui sua definição original por outra esperando 
prescindir das variáveis. De acordo com esta nova descrição, "uma quantidade 
deveria ser chamada uma função .se e somente se esta depende da outra 
quantidade de tal forma que se a segunda muda, a primeira também muda 
(versão explicitamente operacional). 
Os esforços de reconstruir as funções por meio das representações gráficas nJ.o 
foram de muita ajuda. Houve várias tentativas para se obter a reconstrução, a 
última foi eliminar a noção de variável e na definição não realizar nenhuma 
menção a expressão algébrica ou a representação gráfica. O resullado foi a 
aproximação conjunti.sta iniciada por Dirichlct dando a idéia de 
correspondência arbitrária, correspondência que não está necessariamente 
baseada em uma dependéncia algorítmica entre x e y; isto finalizou na 
definição Bourbakista de conjunto de pares ordenados. 
Desta maneira, o que inicalmente foi um processo computacional tem .sido 
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agora promovido ao nível de um legítimo objeto matcm~·niro. A an~ilisc proposta 
c a história das funçôes mostra que se pode identificar um padrão constante de 
trés passos nas transiçôcs sucessivas de concepçôcs operacionais às 
estruturais: primeiro, deve haver um processo realizado sobrem. ohjetos ja 
conhecidos, logo deve emergir a idéi<t de convencr este pmcesso em uma 
totalidade mais compacta e que se contenha e finalmente se deva adquirir a 
habilidade de ver esta nova entidade como um objeto permanente por direito 
próprio. Estes trés componentes se chamarão interiorização, condensação e 
reificação A reificação na mente do aluno converte o processo já condensado 
em uma entidade parecida a um objeto. A condensação é uma mudança gradual 
e quantitativa, enquanto que a reificaçào é um salto qualitativo e repentino da 
forma de ver as coisas. O fato de que um processo tenha sido interiorizado c se o 
tenha condensado dentro de uma entidade compacta, não significa por si só que 
essa pessoa tenha adquirido a habilidade de pensar nele de forma estrutual. 
Sem a reifkação a aproximação desta pessoa ~eguir:t ~endo puramente 
operacional. 
Sfard postula que no processo de aprendizagem se podem distinguir algumas 
características invariantes que são relativamente insensíveis a mudanças nos 
métodos de ensino. O esquema da autora oferece como uma das tais invariantes. 
O dilema da reconstrução 
Uma pergunta que propõe a autora é se a concepção estrutual é realmente 
necessária. O que se ganha ao poder tratar a função, não somente como um 
processo computacional, senão também, como uma entidade parecida a um 
objeto"! 
Sfard disse que as concepções estruturais e operacionais são complementares, 
isto é, ambas são nccessürias no processo de aprendizagem c na re~mlução de 
problemas. 
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A aproximação operacional é indispensável para encontrar a resposta final às 
questões matemáticas, tanto que a aproximação estrutural muda a longa série 
de informação concebida operacionalmente por uma unidade mais compacta. 
aliviando o esforço cognilivo. A combinação t1e v~'trios procedimentos e a 
apliração deles na resolução de um problema torna muito mais clara a tarda. 
Por outro lado, em algumas ocasiões, a aproximação estrutural permile ao 
estudante ser mais competente (para resolver um problema) que a 
aproximação operacional. 
Sem a habilidade do pensamento estrutural, o estudante se sentir-se-ía muitas 
vezes perdido: deveriam realizar manipulações sobre o nada, porque de seu 
ponto de vista, os objetos em questão não existem. Para um estudame, por 
exemplo, para o qual o termo "função" não se refere a um imaginável, a uma 
"coisa" bem definida, teria uma dificuldade considerável ao tentar responder a 
questão: Qual é a solução da equação f(x+y) = f(x) f(y)?. 
Um dos problemas da reificação é que deve fazer-se uma "concessão semúntka" 
para chegar a ela. tvluitas vei'.cs, os novos objt•tos abstratos são uma 
generalização de uma idéia já desenvolvida que pode ser interpretada 
em termos de um processo bem conhecido. 
Nesta transição, algumas propriedades que apareciam no começo perdem-se 
nesta nova versão reduzida. O problema é que estas concessões inevitáveis sC:io, 
algumas vezes, difíceis de serem feitas. Inclusive, o que se deve perder na 
passagem de um objeto matemático à uma versão mais avançada, pode ser o 
mesmo processo que até agora foi a fonte mais importante de seu significado e, 
como resullado, a característica que até agora parecia ser o atributo mais 
essencial do conceito em questão. 
Por exemplo, nos velhos tempos, os números estavam intimamente 
relacionados a medida: os gregos não aceitavam 20.S já que não podiam usá-lo 
para o processo de medida que eles utilizavam. Da mesma maneira se deu a 
132. 
rcsi~tl>ncia à aceitaçào dos números complexos jú que estes não podiam .ser 
usados para medir quantidades e não podiam ser ordenados de maneira de 
preservar as relações entre os números reais. Não eram magnitudes. A segunda 
questão referente a dificuldade da reificação pode ser mais séria que a 
primeira: uma interiorizaçào em um nível mais alto de um conceito é pré~ 
condição para a reificação a um nível mais baixo e vice-versa. Como no famoso 
problema da galinha e o ovo, a questão de que é o que vem primeiro não .se 
pode responder. 
Sfard propôe dois príncipios didáticos: 
l-Novos conceitos nào deveriam ser introduzidos em termos estruturais. 
O modelo de formação de conceitos proposto implica que seria pouco ou nada 
útil dar-lhes aos estudantes objetos materiais não familiares sem dar-lhes 
tempo c meios para preparar-los a recebê-los através da construção de uma 
base operacional sólida. 
2- Uma conceiluação estrutural não deveria requerer-se até que os estudantc~ 
possam arranjar-se sem ela. 
Uma aproximação estrutural não tem muita oportunidade de fazer-se própria 
até que realmente não se tenha aproximado a un1a teoria de nível mais alto 
para qual esta aproximação seja indispensável. 
Um ensino baseada nos príncipios enunciados chamar -se-á operacional. 
Q_uando os novos conceitos são introduzidos na classe como objetos "já prontos'" 
dir-se-;t que a ensino é estrulUral. 
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Um dos primeiros em objetar a ensino estrutural das funções foi Malik, iVf.l . A 
critica se centrava no ensino conjuntista da noção de funçüo. Os dois 
prinrípios enunciados são violados através deste tipo de proposta. 
A autora mostrará alguns da tos relativos ao que realmente se conseguiu t'm 
aula quando o conceito de função foi ensinado na forma estrutural. 
Passou-se um questionário sobre funções a alunos de entre 22 c 25 anos, o:-. 
quais já haviam quase completado um curso regular sobre matemática 
elementar (este incluía elementos básicos da teoria de conjuntos, álgebra c 
cálculo). Também se utilizaram observações da aula registradas no diário do 
professor. 
Analizemos algumas das conclusões da autora: 
Obsen,acão 1: As concepções dos estudantes parecem estar mais perto do 
operacional do que do estrutural. 
E'itc C:• o postulado búsiro Ucstc artigo sobre a prcceUênria da conn·p~·ão 
operacional mais além da estrutural, observaUa de vez em quando na história 
da matcmútica. 
Em outras palavras, quando se deve aprender um novo conceito, deveria 
esperar-se que a maioria dos estudantes, adquiram a habilidade de pensar no 
conceito como processo antes de adquirir a habilidade de considerá-lo como um 
objeto. 
Sfard indica que o pedido de precedência da concepção operacional sobre a 
estrutual não contradiz a observaçao feita a respeito da natureza reiterativa do 
processo de formação dos conhecimentos. 
I· Ma]il.;., M. "Historical and pedagogical aspects of thc dcfinition or 
function". lnternational journal of Mathemtaics Education in Sciencc and 
technology, I I. págs. 489-492, 1981. 
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A expressão "operacional antes que estrutural" se refere a um ciclo individual 
no desenvolvimento das idéias matemáticas, um ciclo que começa quando uma 
nova idéia é esquematizada e termina quando chega a ser uma base para um 
conceito de nível mais elevado. Tal ciclo também pode ser definido como um 
processo o qual agrega uma nova capa no sistema de conceitos matemáticos. 
A autora destaca que tanto os resultados de sua experiência como o dos 
decobrimentos recolhidos por outros investigadores, parecem ir nà mesma 
direção: a concepção cstrututal da função é rara na escola secundária. A forma 
de pensamento dos estudantes está mais próxima do operacional do que do 
cstrutual. Muitos fenômenos podem ser enunciados para indicar esta tendência 
a respeito do pensamento dos estudantes sobre a função como um processo mais 
que como uma entidade permanente. 
1~ Em uma das primeiras invcstigaçôes da autora, alguns estudantes rejeitaram 
aplicar os adjetivos "igual" e "o mesmo" ao seguinte par de funçües de N em N: 
f(x) = x2 e a definida recursivamente como sendo g(O) = O. g (x+ 1) = g(x) + 2x+ I. 
Estas duas funções assumem idênticos valores, mas são definidas por processos 
computacionais diferentes. Se bem que a igualdade de f e g foram provadas por 
indução, alguns estudantes recusaram chamá-las iguais. Um deles disse: "Voe(' 
pode dizer que elas dão os mesmos valores,mas n~"\o sao as mesmas". 
2- Uma dificuldade geral com a função constante pode ser interpretada como 
evidência, como uma crênça implícita do aluno, que implica que para falar de 
uma função, uma mudança de variável independente deve ser seguida de uma 
mudança na variável dependente. 
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Uma dificuldade similar foi observada por Markovitz.z.l quando foi definida 
uma função do tipo f(x,y) = 2x+ l. Desde que y não contribui com as variaçôe.s do 
valor de f, muitos estudantes objetaram qut' esta seja uma funçüo de duas 
vari~lveis. 
3- Os estudantes nào só pensam a respeito das funções como processos senào 
que, além disso, crCem que estes processos devem ser algorítmicos e 
razoavelmente simples. 
Observaçào 2: Muitos estudantes desenvolvem concepções pscudocstruturai.s. 
A autora destaca que o dado mais notável é a alla proporção de estudantes para 
os quais a função é uma "certa fórmula computacional". Este descobrimento 
combinado com resultados similares obtidos por muitos outros investigadores 
(Vinner, S. anel Dreyfus,T. Dubinsky,E. Kieran,R.) sugerem que a tcndôncia de 
um aluno em associar funções com expressões algébricas é muito forte c 
demasiado comum como para merecer uma atenção especial. 
Apesar de que esta tendência pode ser indicativa de uma concepção 
operacional (o estudante pode perceber uma fórmula como uma descrição 
curta de um algoritmo computacional) tambêm pode sê-la de uma estrutural. 
(a fórmula pode ser interpretada como uma relação estática entre pares 
ordenados). Algumas vezes é provável que nflo seja nehuma destas duas opções. 
Tal tendência pode indicar uma concepção alterada semánticamentc que desde 
agora será chamada pseudoestrutural. 
1-Markovitz. Z."Function today anel yersterday" For the learning of 
Mathenwtks, 6. 2. págs. 18-28, 1986. 
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A autora menciona que poderia argumentar-se que não existe nada de errado 
em identificar as noções matemáticas com suas representaçôes e que também 
matemáticos de renome, como Euler, parecesse pôr" The ecuation sign"(o 
signo equação) entre a idéia de função e de símbolos matemáticos {"Expressão 
analítica). 
Apesar disso. Sfard estabelece que certos comportamentos típicos e dificuldades 
observadas nas classes, indicaram que existe uma diferença sutil 
entre a visào pseudo-estrutural e a histórica, a propósito do conceito de função. 
Tanto que "a expressào analítica" foi para Fuler uma de duas manifestaçôes 
possíveis de uma entidade abstrata independente (a outra manifestaçao era a 
cutva). O estudante de hoje, frequentemente, parece 
considerar uma fórmula como uma coisa em si mesma, sem representar nada 
mais. 
Os gráficos provêm outra forma de pensar a respeito das funções, mas não 
existe quase conexão entre um grúfico e o fundamental da fórmula algébrica. 
Uma noção concebida sem o apontamento operacional pt>rmanece afastada do 
sistema de conceitos previamente desenvolvidos e nào preserva sua identidade 
em transições de uma representação à outra e desde um contexto ao outro. 
A autora sustenta este argumento em suas investigações e baseadas nas de 
outros autores: 
1- As respostas dos estudantes mostram que não se podem aceitar a idéia de 
função definida por partes. A rejeição de uma função representada por mais de 
uma [órmula parece somente natural em um estudante que nào pode distinguir 
entre um símbolo e a entidade abstrata que se encontra detrás do mesmo. 
2- o mesmo renómeno foi estudado por Vinner,S. com respeito aos gráficos, 
indicando que alguns estudantes insistiriam em afirmar que uma curva 
descontínua representa várias funções em lugar de uma só. 
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Novamente parece que estas conclusões são naturai~ para os estudantes que 
identificam uma função com sua representação gráfica. 
3- A frequente inabilidade observada para construir uma ponte razoável entre 
as reprcsentaçôes algébricas e gráficas das funcões pode também ser vistas 
como um resultado de concepções pseudo-estruturais. 
Se o estudante for consciente dos processo~ detrás dos símbolos, a passagem da 
fórmula aos gráficos e vice-versa provavelmente sería natural. 
4- Em casos extremos, uma pessoa que não pode ver além dos símbolos 
algébricos não poderá distinguir que detrás de duas fórmulas iguais com 
diferentes variáveis se "esconde" a mesma função. msenberg,T. manifesta que 
existem alunos que tendem a dar soluções independentes a problemas 
básicamente equivalentes, quando somente se introduzem mudanças 
superficiais na notação. Isto não deveria acontecer em pessoas que tem uma 
concepção estrutural. 
Por que o pensamento estrutural deveria ser promovido e como pode ser fcitol 
A autora expressa no que concerne ao desenvolvimento do pensamento 
estrutural, os príncipios I e II deveriam ser entendidos não mais que 
condições necessárias, isto é, parece ser que se estes dois requerimentos não 
são cumpridos, então a rcificação é geralmente improvável. 
Se estes princípios sào também suficientes, isto é, se eles verdadeiramente 
ajudam a transiçflo da concepção operacional à estrutural, é uma questü.o que 
permanece sem resposta, também quando um efeito positivo de uma 
aproximação operacional sobre os triunfos dos estudantes foram confirmado. 
A formação de conceituaçôes estruturais parece essencial para uma 
aprendizagem mais ampla para a aquisição de conceitos mais avançados. 
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Outro argumento para a introdução de uma aproximação estrutural na escola 
secundária pode ser o seguinte: sem um esforço na reificação os estudantes 
podem deslizar-se a um pensamento pseudo-estrutural que prejudicar-os-ia 
(isto jú foi tratado na seç<7Lo anterior). 
Nào existe muitos trabalhos empíricos feitos para dcrcrminar a forma de ajudar 
o estudante na passagem do operacional ao estrutural. Parece ser que um dos 
dados mais relevantes propostos por Dubinsky, E. indica que o uso apropriado 
de computadores (principalmente escrevendo procedimentos os quais usam as 
funções como entradas ou saídas). pode ter alguns impactos positivos sobre a 
habilidalle dos estudantes para pensar a respeito de funções como objetos. 
A autora enuncia uma lista de fatores que deveriam ser levadas em 
consideração como um estímulo potencial para o pensamento estrutural. 
1- Incorporação da programação do computador nos cursos de matemática. 
Quando ao escrever os programas, os estudantes teriam que aprofundar nos 
algoritmos que estão por detrás dos objetos abstratos. Isto deveria criar uma 
base sólida para a transição do operacional ao estrutural. 
2- Uma pessoa deve chegar a ser completamente hábil em cenas 
procedimentos para alcançar uma boa idéia dos objetos abstratos envolvidos 
nestas manipulações. 
3- Quando uma nova enlidade abstrata se espera que emerja, uma adequada 
representaçào pode servir como catalisador. Tabelas, gráficos, símbolos, todas 
estas formas estáticas e integradas de representação de funçOes podem ter um 
efeito estimulante na reificaçào. 
hpor aos estudantes, muitas classes de representações pode ser úteis para 
extinguir as concepções quase-estruturais. 
139. 
4- A abertura de uma discussão sobre temas ontológicos como a natureza das 
entidades matcmúticas c a diferença entre processos c objetos colocarú o 
estudante cara a cara com suas crênças implícitas. Neste debate, as convicções 
que obstruem a rcificação podem ser explicitamente desafiadas. No caso das 
funções, a presunção de que deve haver um algoritmo detrús de cada função é 
provavelmente a que deve ser atacada com maior enfase. 
A experiência: ensino operacional das funçôcs 
bta instância se resume o trabalho que a autora realizou em seu próprio curso, 
utilizando todas as considerações mencionadas até agora: trabalhou com 
funções definidas por partes e em forma recursiva c diferentes métodos de 
construir funçôes a partir de outras funções (por composição, por recursão, 
por minimização, etc). Também levou em conta todos os incentivos potenciais 
para a reificação enunciados anteriormente (escrever algoritmos, traduzindo-
los em programas de computação, analisando e comparando procedimentos 
computacionais, etc.) 
Utilizou diferemes representações e trabalhou a passagem de uma a 
outra. Também, ao final, a existência de uma função não algorítmica foi 
proposta . 
Como conclusão Sfard destaca que apesar de que a aproximação estrutural não 
foi completamente adotada pelos estudantes, houve boas razões para crer que o 
perigo das concepções pseudo-estruturais diminuíram consideravelmente. A 
tentativa para promover a concepção estrutural não pode ser considerada 
como um Cxito completo, apesar de que os alunos progrediram nesse objetivo. 
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Observacõcs: 
No meu entender, o trabalho de Sfard é um dos mais completos de toda a 
literatura analisada e com fundamentos muito sólidos. 
i\ an~Uisc da gênese dos objetos matemáticos ~c víncula, como j~t o temos 
destacado no capítulo 2, com a questão da "vigil[mcia epistcmologica" c a fina 
análise desenvolvida pela autora permite pôr em primeiro plano esw questão 
como um elemento central na construção dos saberes matemáticos. 
Em muitos aspectos, e apesar de ser formulados de maneira diferente. encontro 
um ponto em comum entre as propostas de Sfard c a linha de trabalho da 
didática da matemática da escola Francesa. 
Sfard enuncia dois príncipios didáticos que sustenta em uma análise histórica c 
em experiências realizadas por ela mesma. Do o ponto de vista desta linha, 
poderíamos dizer que o sustento destes príncipios poder-se-ia dar levando em 
conta um dos aspectos fundamentais que é o de proporcionar significado aos 
conhecimentos que se pretendem ensinar. 
Desta maneira, e pensando na busca dos problemas que as funções permitem 
resolver, encontramos na análise da construção deste conceito que a 
concepção estrutural permite resolver problemas que não estão ao alcance 
daquelas pessoas que recém estão iniciando a aprendizagem da noção de 
função. Aqueles problemas que permitiram uma primeira aproximação deste 
conceito estão intimamente relacionados com a concepção operacional desta 
noção. 
Em relação a algumas das análises desenvolvidas pela autora, vinculados com os 
dados experimentais obtidos, podemos dizer: 
-Quando se estabelece que a rejeição de uma função representada por mais de 
uma fórmula parece somente natural em um estudante que não pode distinguir 
entre um símbolo c a entidade abstrata que se encontra detrás do mesmo, nos 
parece que é uma conclusão que pode extrair-se sem necessidade de realizar 
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nenhum tipo de investigação. De fato, se uma pessoa não distingui 
os aspectos destacados mais acima, não poderá chegar a resolver quase 
nenhuma problemática relacionada com o conceito que está em jogo. 
Por outro lado, nos parece que uma primeira conclusão que poderia extrair-sL' 
desta análise é o are,o;so ao conceito como entidade abstrata. É necessário para 
resolver certa classe de problemas. mas não nos parece que daqui possa 
concluir-se que este acesso não se deu porque não houve um trabalho prévio 
desde o operacional. 
-A autora destaca que se o estudante fosse consciente dos processos que estao 
detrás dos símbolos, a passagem desde a fórmula aos gráficos e vice-versa 
provavelmente seria natural. 
Cremos que esta consciência a qual se refere a autora não é suficiente (ou pelo 
meno.s pensamos que a autora deveria explicar um pouco mais a que se refere 
com consciência). 
Para que se dê esta passagem de uma representação a outra, os alunos teriam 
que ter p~tssado por um processo de aprendizagem no qual cada um destes 
sistemas de representação adquiram significado. Com isto queremos dizer, por 
exemplo, que o aluno deveria poder distinguir em que casos é conveniente um 
ou outro sistema, quais são as vantagens que um sistema apresenta em relaçao 
ao outro, que problemas convém resolver através de um determinado tipo de 
representação e quais através de outro, etc. 
~Por último e como em muitos dos artigos da linha anglo-saxona, parece que os 
processos de ensino e de aprendizagem se limitam a uma boa "organização" dos 
contéudos junto com alguns princípios metodológicos (neste caso, o trabalho 
operacional antes que o estrutural) sem levar em conta outros fenômenos 
como o docente e suas intervenções. as relações que o aluno estabelece com o 
meio, as interaçôes entre os alunos, a forma de organizar o trabalho em classe 
para que se produzam as aprendizagens desejadas, etc. 
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Como conclusão poder-se-ia dizer que este trabalho contribui com elementos 
muito interessantes à didática, mas não seria razoável extrair dele príncipios 
gerais para o ensino, já que no processo de comunicação de saberes entram em 
jogo uma série de fenômenos que a autora não desenvolveu (o qual não 
significa que os desconheça). 
Contribuições de Dubinsky,E. -Brcidenbach,P-Hawks,J and 
Nichols,D. 
Desenvolvimento do processo de concepção das funções 
Os autores consideram que é importante para a compreensào do conceilo de 
função que esta seja entendida como um processo. 
Esta concepção do processo não aparece espontàneamente nos seres humanos, 
em nossa cultura, e a habilidade para construir tais processos é uma das 
dificuldades dos estudantes atuais. 
Os autores estabelecem que o trabalho com computadores poderia contribuir ú 
construção de tais processos e demonstram que os alunos não podem realizar 
esta construçào antes de um tratamento instrutivo. 
Dubinsky,El. propôe o seguinte príncipio: 
"O conhecimento matemático de uma pessoa é sua tendência a responder a 
certas classes de situações problemáticas percebidas, construindo, 
reconstruindo e organizando processos mentais e objetos para usá-los ao tratar 
as situações". 
1- Dubinsky, E e outros. "development of the process conception of function 
by pre-service teachers in a discrete mathematics course". Procccdings of the 
13th annual conference of the international group for the psychology of 
mathematics education, 291-298, 1989. 
143. 
Por outro lado, se bem que tem diferentes formas de construir processos 
(interiorizar ações, inverti r ou combinar processos) existe somente uma forma 
para obter um objeto matemático: a de encapsular o processo. 
Consideram três formas de pensar a respeito das funções: pré-função, aç[lo t' 
proresso. 
Ao falar de pré-função fazemos referência ao caso do sujeito que não exige 
muito do conceito de função. Por exemplo, quando os estudantes identificam 
uma equação com variáveis com o conceito de funçào. 
Uma ação é uma manipulaçao física ou memal de objetos que pode repetir-se. 
Tal concepção de função envoveria, por exemplo, a habilidade para colocar 
números em uma expressão algébrica para realizar o cálculo. 
Um estudante cuja concepção de função se limita a acões poderia formar a 
composição de duas funções dadas por expressões algébricas, substituindo cada 
vez que aparece a variável em uma expressão pela outra expressão e logo 
simplificando, mas provavelmente não poderia compór duas funçôcs em casos 
mais gerais, por exemplo, quando as funções tem domínios partidos ou se 1ün 
estão dadas por uma expressão. 
Uma concepção do processo de função envolve uma transformação dinàmica de 
objetos de acordo com alguns meios que podem repetir-se, isto é, dado o mesmo 
objeto original produzirá sempre o mesmo objeto transformado. 
O sujeíto poderú pensar a respeito da transformação como uma atividade 
completa começando com objetos de alguma classe, fazemlo algo a estes objetos, 
e obtendo novos objetos como o resultado do que se fêz (por exemplo, na 
presença da pergunta de que é uma função, os alunos respodem: uma função é 
uma operação que a um valor dado lhe devolve um valor correspondente). 
Para um indíviduo que está construindo o conceito de função, podemos 
considerar que a concepçao de ação para as funções é uma espécie de 
concepçào de "pré-processo". 
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Os autores solicitam aos estudantes exemplos de funçÕQS c os resultados obtidos 
foram enquadrados nas seguintes categorias: 
1- Algumas que não poderiam ser interpretadas como função. 
2- Omitidas. 
3- Uma equação em duas ou mais variáveis. 
4- Um grüJico. 
5- F (x) = alguma expressão algébrica ou trigonométrica. 
G- y= alguma exprcssfw algébrica ou trigonométrica. 
7- Uma expressão algébrica ou trigonométrica sozinha. 
8- Alguma tentativa para descrever um processo. 
Sem levar em conta a categoria 4 (muito poucos estudantes tem recorrido a ela) 
poder-se-ia dizer que quase todas as respostas caem em três grandes categorías: 
pré-função. ação, processo. A maioria das respostas caem na catcgoría de ação e 
segue a de processo e por último a de pré-função. 
Quando lhes perguntaram sobre o que é uma função, a maioria (40%) das 
respostas caíram na categoría de pré-função, seguindo a de ação, em seguida 
uma categoria denominada "desconhecida"(respostas para as quais não pode-
se dizer a concepção do processo que estava presente) e por último na 
categoria de processo. 
Também se realizou uma experiência computacional que ao ser finalizada 
solicitou aos alunos responderem as mesmas questões anteriores: que é uma 
função e dar exemplos de três diferentes tipos de funções. Além disso, foi dada 
uma série de situações para as quais os alunos deviam determinar se podiam ser 
descritas através ele funções e corno o fariam. 
Um dos resultados obtidos é que após o trabalho computacional e em relaçfw a 
pergunta sobre o que é uma função, deu -se uma queda abrupt<.t nas rc5postas 
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pré-funcionais (se distribuem entre respostas mais ricas de ação e respo.<.tas de 
processo). Existe também uma queda entre as respostas que haviam sido 
classificadas como desconhecidas. 
l~m rel;.u;ão aos exemplos de funções, os autores produzem uma recatcgori7.a~·ãn 
e manifestam que os estudantes expressaram mais as concepções de funçao 
como processo quando davam explicações (pergunta 1) do que quando davam 
exemplos, o contrário do que aconteceu antes do trabalho computacional. 
Mais tarde, se submeteu aos estudantes a um ensino das funções utilizando 
recursos computacionais e a resolução de problemas. Para a constTu\·ão da 
função romo um processo se levaram em coxlla: 
1- situações funcionais que permitem construir um processo mental que 
envolve objetos que ingressam e uma transformação destes objetos em novos 
objetos. 
2- Generalidade para os objetos e processos. 
3- Conexao entre as construções mentais internas com as representações 
externas e conexão entre as representacões externas entre si. 
4- A consideração da função processo como uma atividade mental total. 
5- A necessidade de coordenar dois ou mais processos funcionais. 
6- A possibilidade de reverter o processo funcional. 
Os autores explicam diferentes atividades desenvolvidas em classe para 
conseguir cada um dos os objetivos recentemente propostos. 
Após este ensino se utilizaram três instrumentos para analisar as novas 
concepções dos estudantes a respeito das funções: questões a respeito das 
funções (resolução de trabalhos individuais; entrevistas a respeito das funçôes 
em situação; exame final). 
Em relação ao primeiro ponto (algumas perguntas a respeito das funçôes) um 
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dos resullados surpreendentes manifestados pelos autores é a alt<.l média de 
respostas corretas, parecendo ser que nenhum dos itens foi problcmúticn para 
a classe. Quase todos tiveram êxito em construir uma função e usar seu 
processo para organizar a informação para resolver o problema proposto. Este 
é um grande contraste em relação a dificuldade que haviam tido a maioria deles 
antes da instrução. 
A respeito do segundo ponto (entrevistas), para muitos estudantes as 
entrevistas lhes permitiram reconstruir sua noção de funçao com as confusões 
que eles experimentaram durante tais entrevistas. Isto lhes permitiu 
.c,ubstituir sua.c, antigas concepções por outras mais potentes. 
Para o caso do exame final, aparece um pequeno declive em relação ao ponto 
correspondente "algumas perguntas a respeito das funçôes". 
Como conclusões gerais, os autores indicam que o ensinano que se 
implementou teve um certo êxito em ajudar aos estudantes a construir uma 
concepção de processo para as funções. 
bn rel<.lção a algumas interpretações específicas, por exemplo, o porque da 
maior utilização da função como processo nas explicações do que nas 
construções de exemplos, os autores destacam que poderia ser que quando uma 
pessoa está ativamente construindo conceitos a um nível mais alto de 
pensamento, a relação entre o êxito e a compreensão é completamente 
diferente. 
Observacôes: 
Creio que este artigo pode enquadrar-se dentro da linha de Sfard; muitos dos 
conceitos desenvolvidos aqui podem relacionar-se com os propostos por esta 
outra autora. 
Novamente destacamos que as experiências comentadas pelos autores, sendo 
desenhadas para proporcionar uma instrução aos alunos, somente t'elatam 
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problemas propostos e resullados, deixando de lado muitos fenômenos que de 
alguma maneira sao determinantes no processo de aprendizagem dos alunos. 
Hstcs fenômenos nao tem sido levados em conta para estabelecer as conclusüe.~ 
que se prop<iem, espccialmentl' a vinculada com o êxito das situaçôcs de ensino 
propostas. 
Contribuições de Markovitz,Z. Eylon,B. e Bruckeimer, Ml 
Estes pesquisadores, em 1986, analisam os estados através dos quais 'passam os 
estudantes (ou através dos que poderiam passar) quando aprendem de forma 
t'Xplícita as funções. "Primeiro aprendem que uma função está composta de 
três subconceilos: domínio, contradomínio e critério de correspondência. 
Depois aprendem que as funções podem representar-se de várias formas: 
diagramas, representações verbais, gráficas e algébricas." 
Resume no seguinte quadro os componentes básicos do conceito de funçao: 
--
r~~ . !:! tI\! O VerU~I Arrow AlgeUr:~ie Gr:~phic.:~l :ub· úi:tgrams :~·.I(~ íJI 
vulul or :t curve verb;~.l or the horizont:1l 
[lQH1õllll lllõtlltC !11~ tI C li cnclo~inr. the n>alhem~tic:~l ( 1 ) ;1 ~i~ I> f 
no\:ttiOtl nu:mrn::rs or not:ltion p:ms thcrcor 
thc clomain 
-
verbal or ;"I curve verbal or thc vertic;~l 
]bllj::C m~thtm:~tical enclming Ih~ ma thcma 1 i cal (J") :.ú~ or·. 
nut~tion /llembCrS of notation p~tts tltcreof 
the nnge 
-
Rulc of ~ sct of point.~ 
·:orrcs· vcrb~l :lHO\l.'S ' formula in thc coorúi· .. 
poncl~ncc n.1tc syst~m 
. 
1- fvLarkovitz, l. e outros." Function today and yerstcrday" For t he learning o f 
M.\thenwtks, (J, 2, púgs. 1 R-28, l CJR6. 
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Afirmam que os esltldantes aprendem que uma função pode ser representada 
por cada uma das representações anteriores, aprendem também a transladar 
uma função dada de uma representação a outra, tratando com os três sub-
conceitos c com duas representaçOes simultaneamente. 
Para estes autores, uma boa "compreensão'" tem dois estados: o passivo (e mais 
fácil), tal como classificar, identificar, etc; o ativo (e mais complicado), tal 
como fazer algo, dar exemplos, etc. 
Examinaram alunos que haviam estudado o conceito de função nas aulas de 
matemática como uma correspondéncia, mas também as funçôes que foram 
introduzidas nas aulas de ciências como uma relação entre variáveis. Na 
primeira parte do estudo foi pedido aos alunos para darem exemplos de funçôes 
que satisfizessem algumas restrições determinadas e além disso que 
especificassem quantas funçôes desse tipo existiriam (por exemplo, determinar 
uma função que passe pela origem; Poderia dizer quantas tem!) 
Na segunda parte, examinaram o efeito do contexto {matemático ou não 
matemático). Encontraram que, independentemente do contexto, a concepção 
dos estudantes da função era linear. A maioria das funções que desenharam se 
constituiam de segmentos retos. Os estudantes mais capazes tiveram melhores 
resultados no contexto puramente matemático, entretanto, os menos capazes 
tiveram melhores resultados no contexto não matemático. 
A principal conclusão dos pesquisadores é que os alunos tem urna imagem 
prototipamente linear de uma função. Crêem que islO é devido ao fato de que os 
estudantes vêm as funções lineares como as funções mais simples que existem. 
Observacão: 
Em diferença com os artigos trabalhados anteriormente, estes autores não tCm 
aspin1ção de expor princípios didáticos a partir de seus resultados. Apesar de 
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que a conclusão obtida é um elemento importante para a análise didática, 
pensamos que a explicação do aparecimento de maneira tão pronunciada da 
concepção linear da função, é demasiada pobre c nada fundamentada. Não 
levou em conta estes autores o processo de ensino pelo qual tem passado estes 
alunos? Pode haver isto inOuênciado em suas concepções"? 
Contribuições de Marnyanskii, I. 
No trabalho intitulado "Psychological characteristics of pupils assimilation o f 
the concept o f function", de 1979, este pesquisador analisa os resultados de uma 
cxperiênria realizada com UZ alunos. Recatou dados através de provas 
escritas e principalmente por meio de numerosas discussões realizadas com 
grupos de alunos (3 a 8 em cada um). 
Um de seus principais objetivos foi saber se os alunos tiham um claro 
conhecimento dos conceitos nos quais o conceito de função est'â baseado: 
variável quantitativa, conjunto e relação funcional. 
Como resultados obteve que a maioria dos alunos compreendia o conceito de 
variável quantitativa e davam exemplos de variáveis geométricas e físicas. 
Mas não explicavam com precisão o significado de quanlidade geral: 
"quantidade é o que é medível", "quantidade é o que é comprido e curto". 
Faziam uma extensão imprópria do âmbito deste conceito: "o ánimo é uma 
quantidade já que pode ser grande ou pequeno", "a responsabilidade, a 
laboriosidade também, já que podem ser maiores ou menores". 
F.m relação ao segundo conceito (o de conjunto) o autor disse que a 
compreenssão dos alunos foi imprecisa. Tiveram problemas com os conjuntos 
unitários ("conjuntos significa muitos") e com os conjuntos infinitos; em 
particular, não podiam imaginar a existência de conjuntos infinitos que nao 
contenham um primeiro elemento ("o primeiro elemento sempre deve estar 
ali" l. 
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Na compreensão da relação funcional, manifesta a observação de duas 
tendéncias: uma restrição substancial do campo deste conceito (quando a 
relação somente a tomam para identificar relações muito simples ou bem romo 
conexão causal para casos da vida real); ou uma extensão extrema de seu campo 
(quando consideram quantidades funcionalmente dependentes, inclusive 
quando não existe diretamente uma relaçào um a um entre seus valores). 
Esta extensão indica que os estudantes identificam a dependência aleatória com 
a funcional. 
Uma das conclusões de Marnyanshii,I. é a que na maioria dos alunos a 
característica mais forte da função n~w foi a de uma correspondência um a um 
entre os valores de duas quantidades senão a mudança entre quantidades c a 
presença de uma conexão geral ou casual entre elas. 
Este resultado é analisado da seguinte maneira: "o fato de que muitos alunos 
consideram a variabilidade de urna função como sua propriedade mais 
importante, o podemos explicar em dois sentidos: primeiro, nos livros texto, o~ 
conceitos de variável e constante estão apresentados como opostos, e a variável 
se chama função. Segundo, a introduçào de funções, fixa sua atençào em 
proporcionar aos alunos uma idéia de o que é uma variável, criando deste modo 
uma única "hipnose de variável". 
O autor termina o artigo dando algumas orientações metodológicas para 
realizá-las nas aulas na hora de introduzir o conceito de função: 
-A introdução das relações funcionais na escola deve incluir a familiarização 
com os conceitos de conjunto numérico e relaç~\o entre elementos de dois 
conjuntos. 
-é preciso desenvolver um sistema de exercícios que ajude aos alunos a 
reconhecer as características tipicamente sem essênciais (por exemplo, a 
variabilidade dos valores de uma função) e a generalizar as características 
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essenciais de uma função (relação um a um) 
-Para que os alunos dos últimos cursos tenham uma idéia precisa do conceito de 
função é necessário explicar o significado do termo "variável" como a 
designação geral dos elementos de qualquer conjunto. 
Observação: Surgem aqui novamente algumas consequências metodológicas 
que pareceram extrair-se da investigação desenvolvida, apesar de que as 
mesmas se expressam com muito pouco fundamento. Além disso, o autor toma 
posição a respeito dos aspectos "essênciais e sem essências" das funções, sem 
especificar a origem desta classificação, posição absolutamente discutível desde 
nossa postura didática. 
Contribuição de l-Iigueras, L. 
Na sua tese "uma aproximação das concepçôes dos alunos do secundário sobre a 
noção de função", apresentada na Universidade de Granada em 1991, Luisa 
I-ligueras expressa: 
"Para os professores, em geral, é dificil conhecer a "representação" ou as 
"imagens mentais" que os alunos tem de urna noção matemática; devem 
contentar-se com as manifestações que são capazes de explicitar, para julgá-las 
segundo sua maior ou menor conformidade com o saber estabelecido, durante 
suas explicações no desenvolvimento cte suas classes. Isto lhes conduz a 
considerar, em muitas ocasiôes, os objetos do ensino que eles manipulam como 
cópias fieis dos objetos do saber matemático, fenômeno que os didatas 
denominam ilusão de transparência dos objetos do saber matemático. 
Apesar disso, numerosas experiéncias e investigações mostram que existe uma 
grande distância entre o que tanto o professor como os manuais crêem 
transmitir e aquilo que realmente constrói o aluno. Precisamente, é aqui onde 
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se ccntra nosso problema de investig,Kão". 
Realiza uma investigação exploratória sobre as concepções que possuem os 
alunos espanhois do secundário referente à noção de função. Preocupa-se em 
primeiro lugar pelo efeito da idade c a pcrsistCncia das ronccpçües durante 
toda o ensino secundário e em segundo lugar analisa a influência na 
configuração destas conceituações transmitidas pelos programas oficiais c os 
livros texto empregados pelos alunos. 
Para conseguir estes objetivos se propõe algumas perguntas: 
-Quais definições propõem da noção de função? 
- Q_uc tipos de elementos matemáticos incluem-se nestas definições? 
- Utilizam a definição que aparece em seus livros texto ou çonstroem uma 
"definição pessoal" desta noção? 
-Quais são as concepções que manifestam nossos alunos da nocão de função! 
- Existem algumas que sejam dominantes? 
Um dos problemas que se propõe aos alunos é expressar o que é. um~l funçüo 
matemática, com o objetivo de analisar de maneira pormenorizada os elementos 
matemáticos que se incluem na mesma: 
l~lementos numéricos: valores, números. 
Elementos algébricos: fórmula, igualdade, equação. 
Elementos gráficos: pontos, gráficos, curva, reta. 
Por outro lado, desejar-se-ia analisar a inclusão de termos tais como: 
-Aplicação ou correspondência. 
-Relação. lei ou critério. 
-Dependéncia entre variáveis. 
-Operação ou transformação entre valores numéricos. 
lliguenls manifesta que a inclusão destes termos se deve por considerá-los 
import~mte1i na determinação da noção de função. Recordemos que na análise 
histórica explicitamos que faz apena1; 100 anos que a runção se constituiu 
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sobre três componentes fundamcJHais: variação, dependência c 
correspondência. Nas reformas sofridas nos diferentes planos de estudo, 
devidas em geral ao influxo da matemática moderna, desapareceram os aspectos 
de variação c depemi<.;ncia funcional. 
Ncil,H. e Stuard, 11.1 afirmam: "infelizmente a idéia de dependência funcional 
foram complewmcnte eliminada da definição formal de função. No processo de 
generalização, a ''regra", que era a idéia essencial de uma função, desapareceu. 
Uma pesquisa passada a matemáticos nos revelou que é somente quando tem 
necessidade da lógica de um desenvolvimento axiomático que deixam a idéia de 
regra em favor da idéia de subconjunto de AxB". 
Também existem aspectos fenomenológicos que são importantes destacar; 
apesar do modo formal, os termos "aplicação ou correspondência" são 
equivalentes aos de ~relação, lei ou critério", não obstante, cremos· que tem 
sentido fenomenológicamente diferentes. Um critério ou uma lei implica a 
existéncia de uma regularidade entanto que uma correspondência pode ser 
tow.lmente arbitrária. 
Levando em conta todas estas considerações. I-ligueras analisa, nas definições 
dos alunos, que termos são os que utilizam para descrever sua definição 
pessoal. 
Por outro lado, propõe aos alunos o reconhecimento de diferentes situaçôcs 
funcionais em diferentes contextos: a determinaçào da unicidade do elemento 
imagem; a análise de relações de dependência estabelecidas gráficamente e a 
análise de diferentes problemas de movimento. 
A autora mostra uma tabela onde aparece a frequência com a que 
aparecem os distintos elementos na definição: 
l- Ncil. H., Stuard, H. "From graphs !o Ca!culus". Blacjie, 1972. 
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As maiores porcentagens correspondem as definições que incluen elementos 
do quadro numérico e algébrico. Para a grande maioria, uma função é uma 
operação entre números. A autora disse que este resultado não é mais que um 
"relato" das ações que eles normalmente realizam na resolução de seus 
exercícios de classe. Na análise dos exercícios que figuravam nos livros textos 
utilizados por estes estudantes, o 98% dos exercícios estavam formulados dentro 
do marco algébrico, e sua resolução a deviam fazer mediante procedimentos 
algoritmicos( equações, inequações ... ). 
Apesar de que nos livros texto que disponiam os alunos aparecia a definição 
formal de função, menos da quarta parte dos estudantes a utilizaram. Somente o 
6.8% incluem em sua definição os termos "dependência entre variáveis". 
lligueras expressa que evidentemell(c para nossos alunos a presênça de 
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"icógnitas e indeterminadas" é muito mais forte que a de "variáveis ". Isto deve 
ser consequência de que sua experiência com funções lhes há conduzido 
geralmente a resolver equações ou inequações (o 47% dos exercícios de seus 
manuais pediam a determinação do domínio de uma função) e não a trabalhar 
com atividades onde devam mobilizar a noção de variável (só o 2% dos 
exercícios dos livros se referíam a situações da vida real). 
Também se observa que é muito baixo a porcentagem de alunos (9.9%) que 
fazem referência em suas definições à representação gráfica. Analisando estas 
definições, temos observado que sempre incluem este aspecto como o fim de um 
processo algorítmico, assim: 
"Uma função matemática é uma operação na qual se trata de fixar uma fórmula, 
e mediante um primeiro elemento, obter um segundo elemento e se 
representamos este conjunto de pares então dá lugar a uma curva" 
Neste tipo de definição a curva aparece para os alunos de forma sintética-
concreta, em nenhum caso a apresentaram como a representraçâo da relação 
entre as variáveis. Isto é, não destacam o grande poder de visualização que tem 
o gráfico das propriedades globais da função. 
Como conclusões gerais de seu trabalho, a autora destaca: 
Em relação a análise dos programas oficiais 
-A partir de 196 7 aparece uma nova concepção da noção de função como 
aplicação entre conjuntos. Esta nova concepção faz com que se transforme toda 
a organização dos saberes escolares anteriormente estabelecidos. 
-Apoiando-se nesta nova concepção de função se organiza de modo diferente o 
estudo das equações e os sistemas. Quebra-se assim com a tradicional introdução 
a partir da algebrização de problemas aritméticos. 
- A noção de função é o fundamento básico para abordar a proporcionalidade, 
provocando com isso, a saída da aritmética nesta noção. 
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-Formulam uma série de objetivos nos quais se indicam que noção de função 
como aplicação entre conjuntos devem adquirir os alunos na EGB (educação 
geral básica) para posteriormente ampliá-la com o estudo das funções de 
variável real e utilizá-la como ferramenta básica na álgebra, no cálculo e na 
estatística. 
-Induzem a uma metodologia de ensino no qual o conhecimento a ensinar 
primeiro se formaliza e então é traduzido algebricamente para em seguida 
aplic~-io e, por último, a resolução de exercícios. 
-A representação gráfica de funções aparece como um ponto de chegada, 
nunca de partida. Nas atividades sugeridas aos professores somente figura um 
único tipo de conexão: fórmula ---> gráfico. 
Em relação aos livros-texto analisados: 
-Apresentam as noções matemáticas de modo formal e rigorosa. A conceituação 
que promovem da noção de função está baseada no conceito de aplicação entre 
conjuntos numéricos. O saber figura como uma verdade inata, totalmente 
desligado dos fenômenos que originaram sua produção. 
-Tratam-se como objeto de estudo através de sua definição formal, noções que 
em textos mais antigos eram consideradas como simples ferramentas da 
atividade matemática (donúnio, paridade, simetria). 
-As noções de função e de curva se apresentam sem uma significação 
específica independente das situações que as modelam. 
-A configuração de todos os temas se adpta ao modelo "Teoria-prática", 
conduzindo implicitamente ao aluno a uma aprendizagem cujo fim principal é 
a aplicação imediata das definições aprendidas anteriormente. 
-Os objetos de ensino que apresenta o texto são, por uma parte, defmições 
formais e por outra, algoritmos de cálculo algébrico. As partes algoritmizáveis 
do saber se privilegiam, contribuindo assim para que o aluno desenvolva um 
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trabalho facilmente avaliável pelo professor. 
-Os exemplos e exercício propostos estão formulados quase exclusivamente no 
quadro algébrico e estão constituídos exclusivamente para aplicar de forma 
direta as noções aprendidas sem nenhum tipo de transformação. 
Em relação as concepções manifestadas pelos alunos: 
-A presença de aspectos algébricos e numéricos nas definições manifestadas 
pelos alunos é bastante forte, tanto que a presença de elementos gráficos é 
mínima. 
-Os alunos mostram uma concepção ''operacional", isto é, concibem a função 
como um certo procedimento de cálculo entre números. 
-Os termos aplicação ou correspondência, os quais estão presentes em todos os 
livros-textos que estes alunos utilizam, só estão incluídos em suas definições 
por pouco mais da quinta parte dos alunos. 
-Muito poucos incluem em sua definição termos tais como "dependência entre 
variáveis (a presença de incógnitas e indeterminadas é muito mais forte que a 
variável). 
-Nas argumentações que desenvolvem os alunos para justificar ou não a 
existência de funções em determinadas situações da vida real manifestam de 
forma dominante uma concepção da noção de função tipicamente linear. 
-Ainda tendo considerado por mais da terceira parte dos alunos em sua 
"definição pessoal" uma função como uma expressão algébrica, muito poucos 
usaram como argumento para a existência ou não de uma função a necessidade 
de um critério algébrico que relacione entre si variáveis. Não existe coerência, 
pois entre o status declarativo expressado pelos alunos ao nível da definição e 
expressado ao nível da argumentação. 
-A definição que aparece nos livros como aplicação entre conjuntos numéricos 
é usada em suas argumentações por um grupo muito reduzido 
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(compartamentalização, segundo o termo utilizado por Vinner: se utilizam 
elementos nas definições que, posteriormente, não utilizam em suas 
argumentações). 
-A influência da forma do gráfico na descrição de situações de movimento é 
bastante notável. Pode -se dizer que os alunos têm uma espécie de "amalgama" 
entre a trajetória de móvel e o gráfico do movimento. 
Observacão: É importante destacar que se bem a autora se centra, como a 
maioria das análises já apresentadas, na análise do conceito de função e, em 
particular, na definição desta noção, seu objetivo é um pouco diferente. 
Neste caso, se tenta identificar aspectos conceituais desta noção que em geral 
não tem sido levados em conta no ensino, mas que, como já temos visto, são 
essenciais para a construção de tal conceito: a noção de variação, de 
dependência entre variáveis. 
Quanto as conclusões da autora, parece que em alguns casos resultam um 
tanto contudentes e pouco fundamentadas. Em outros casos se enunciam 
simplesmente hipóteses sem tentar nehum tipo de argumentação para as 
mesmas. Por exemplo, quando manifesta que se observa uma grande 
porcentagem de alunos que não fazem referência em suas definições às 
representações gráficas, somente se descreve um resultado sem explicitar 
possíveis razões para este fenômeno ou problemas de investigação que 
poderiam conduzir a indagar ao respeito. Também, a autora expressa uma 
presença muito forte de aspectos algébricos e numéricos nas definições dos 
alunos e manifesta: 
"Não é mais que um relato de ações que eles normalmente realizam na 
resolução de exercícios de classe". 
Ao nosso entender, é uma argumentação muito pouco sólida, já que oculta 
muitas problemáticas: a autora tem resultados que dêem garantias que se os 
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exercícios resolvidos em classe se apresentam em outros quadros então o 
algébrico e o numérico não seriam os mais utilizados? Que relação tem esta 
presença "algébrica" com a história dos alunos ao longo de toda a escolaridade 
e não somente em relação ao ensino destes conceitos? 
Apresentam (aos alunos) os contextos algébricos e os gráficos problemáticos 
diferentes que poderiam condicionar a escolha de algum deles, em particular, 
para o desenvolvimento de suas argumentações? 
Outra das conclusões de Higueras se refere à "amalgama" que tem os alunos 
entre a trajetória do móvel e o gráfico do movimento. Esta argun:tentação é 
simplesmente descritiva; a autora não tenta explicar, nem sequer propôr as 
problemáticas que poderiam ser origem de tal amalgama. 
É muito fácil atribuir todos os problemas encontrados a um "mau" ensino, sem 
entrar na problemática intrísica da construção dos conhecimentos e, mais 
ainda, deixar implícita a idéia de que se o ensino incorporasse estas outras 
questões que estão "faltando" automaticamente isto seria garantia de 
aprendizagem. 
Contribuições de Higueras,L. Fernández, H. e Godino, G.l 
Levando em conta alguns dos resultados obtidos na investigação que acabamos 
de comentar, em 1995 aparece um artigo cujo objeto é centrar a atenção em um 
aspecto que, segundo os autores, apenas foram tratados nas investigações 
relativas à noção de função: o estudo das mudanças que o próprio objeto 
matemático sofre no processo de adptação para convertê-lo em objeto de 
ensino, processo ao que Chevallard denominou "transposição didática". 
1- Higueras,L. Fernández, H. e Godino, G. "Epistemología histórica dei 
concepto de función . Revista de Educación de la Universidad de GRanada, 3, 
págs.l35-154, 1995. 
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Esta noção teórica permite identificar fenômenos que se referem ao conteúdo 
do ensino, ao funcionamento intríseco dos sistemas didáticos e ao próprio 
sistema de ensino em seus conjuntos, aos fenômenos que condicionam a 
aprendizagem dos alunos. A existência destas transformações é um fato 
conhecido, apesar de pouco estudado: no sistema de ensino estes processos às 
vezes se ocultam e em muitas ocasiões a distância entre o saber a ensinar e o 
saber científico tende a passar desapercebida. 
Neste artigo se tenta pôr em evidência um fenômeno bastante comum no 
sistema educativo: o saber ensinado se considera naturalmente identificado 
com o saber científico. Se identificam as disfunções que se vê 
submetidos aos saberes escolares, mostrando que o sistema de ensino cria uma 
epistemologia artificial que pode conduzir, em algumas ocasiões, a uma ruptura 
epistemológica com o saber científico e a um distanciamento entre o saber 
designado como "saber a ensinar" e o "saber ensinado". 
Se faz uma análise mais detalhada - em relação a tese de Higueras - do 
tratamento que dão à nocão de função os programas oficiais da Espanha e, em 
segundo lugar, o modo em que é tratada dita noção nas aulas de matemática do 
secundário, utilizando como indicador uma mostra dos apontamentos feitos em 
classe pelos alunos. 
Os autores estabelecem que a concepção de função que induzem estes 
programas está baseada na aplicação entre conjuntos numéricos. O 
desenvolvimento da matemática no último terço do século XIX e príncipios do 
século XX teve uma influência decisiva nos saberes matemáticos desde os anos 
70. Toda a matemática começou a girar em torno do objeto função como 
elemento unificador e generalizador. Como consequência transformou-se em 
todos os programas a organização dos conteúdos e, portanto, a progressão que 
eles determinam na aprendizagem dos alunos. 
Apesar do enorme êxito obtido pelos impulsores da ideologia que considera os 
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fundamentos da matemática como os princípios básicos de seu ensino, na maior 
parte dos países onde o sistema se implantou, o movimento de volta começou a 
bastante tempo. 
A respeito da análise dos apontamentos feitos pelos alunos em classe, os autores 
expressam: 
-O saber que figura nos apontamentos- saber ensinado- se estrutura confome 
dois registros bem diferenciados, um ao começo de cada tema que 
recolhe o "discurso institucionalizado" do professor sobre os conteúdos que se 
administram na aula e outro configurado pelas diferentes atividades 
(exercícios e problemas) que tem a responsabilidade os alunos. Mantém, em 
geral, uma progressão ordenada conforme o saber a ensinar que determinam 
os programas oficiais. 
-Esta análise permite pôr em evidência a estrutura do sistema de ensino: o 
professor estará sempre encarregado da teoria, entretanto que os alunos o 
estarão da prática. 
-A informação recolhida apoia a hipótese sobre a crênça que devem ter os 
professores (vinculados aos apontamentos analisados) enquanto que os 
saberes discursivamente transportados pelo professor são o meio mais eficaz e 
econômico para a aprendizagem de seus alunos. Adotam pois, uma hipótese 
empirista da aprendizagem: um conteúdo matemático correto não pode 
engendrar mais que concepções matemáticas corretas. 
-Em relação à definição de função que se adota é a de aplicação entre 
conjuntos numéricos com um suporte intuitivo nos diagramas de Venn. Este 
suporte intuitivo permite ao professor situar a função em continuidade com 
noções anteriores já conhecidas pelos alunos, tais como correspondências. 
Apesar disso, esta continuidade se interrompe rapidamente porque, uma vez 
introduzida a noção, não se volta a utilizá-la com este sentido. 
Os exercícios e atividades de classe não põem em funcionamento 
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necessariamente a noção de função como aplicação entre conjuntos. 
- Imediatamente como se observa nos manuais escolares utilizados por estes 
alunos, uma vez dada a definição de função, o professor procede a definição 
formal de domínio e imagem e logo das regras econômicas para a determinação 
de domínios. Com estas regras que subministra, tenta reduzir a incerteza dos 
alunos com a resolução de exercícios análogos. A introdução destas regras põe 
também em evidência a hipótese empírica que sobre a aprendizagem estes 
professores tem: o erro deve evitar-se nas produções dos alunos, tanto a nível 
de classe como nos exames. 
-A noção de função-nova para os alunos -emerge em continuidade com outros 
objetos de ensino anteriores na progressão escolar, tais como equações e 
inequações. A algoritmização que põem em funcionamento os alunos em o 
cálculo de domínios funciona como um atenuante do caráter de "novidade" que 
tem a noção de função, acentuando sua continuidade com os conhecimentos 
antigos. Esta postura em continuidade com equações e inequações produz 
também um "deslizamento do sentido" das ações dos alunos sobre o conceito de 
função. A situação passada se reforça em detrimento da presente. 
-O tempo e o esforço que se dedica à determinação de domínio de funções é 
notável, mais da quarta parte do total dos exercícios que se realizam sobre o 
tema de funcões. O motivo de seu êxito no ensino parece bastante evidente: 
subministram múltiplas possibilidades de exercícios de avaliação dos alunos, 
tanto ao nível de atividades de classe como para exames. Desse modo o aluno se 
"colocará ativo" e "aplicará" a teoria à resolução de exercícios. 
Muitas vezes, se põe o aluno em posição de fazer qualquer coisa avaliável 
com o objeto que acaba de ser introduzido, gerando tipo de problemas que não 
se correspondem com suas raizes epistemológicas. 
Neste caso, o ensino deformouo objeto funcão adptando-lo fortemente à suas 
necessidades de avaliabilidade, quebrando epistemológicamente com os 
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problemas e os contextos aos que esteve ligada esta noção desde seu 
nascimento. 
- A tarefa de representação gráfica de uma função é ao longo de todos os 
apontamentos analisados sempre um ponto de chegada através de sua expressão 
algébrica. Não se apresenta em nenhum caso situações de variação onde o 
gráfico se observe como a representação de dita variação e na qual se 
determine a dependência e a conexão entre variáveis. O gráfico se concebe 
como um fim em si mesmo e não como uma ferramenta do trabalho matemático 
do aluno. 
- É abundante a representação gráfica de funções em pedaços. Conforme 
observou, estas representações as utiliza o professor como ferramentas 
didáticas para dar um certo grau de significação gráfica aos conceitos 
matemáticos de limites laterais, continuidade, crescimento ou derivabilidade. O 
gráfico se constitui portanto em uma ferramenta didática para dar significação 
a objetos matemáticos defmidos com o rigor e formalidade e sobre tudo, 
fortemente descontextualizados. É o processo inverso ao seguido na evolução 
histórica: o professor parte da definição formal e posteriormente mostra o 
gráfico como suporte intuitivo de dita definição. 
Não se põe em jogo o valor instrumental das representacões gráficas: se a 
utiliza para salvar a distância entre o rigor e a intuição, já que os saberes que 
se utilizam estão fortemente descontextualizados e não adquirem nenhum outro 
tipo de significação. 
- As operações com funções se desenvolvem com bastante extensão; primeiro o 
professor introduz as definições em forma formal como aplicação entre 
conjuntos apoiando-se novamente nos diagramas de Venn como recurso 
intuitivo. Nos exercícios que realizam insiste não só na determinação da 
expressão algébrica da nova função senão principalmente na determinação 
de seu domínio. O professor volta a introduzir regras de cálculo. 
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Como conclusões, os autores observam que as tarefas propostas na classe em 
torno da noção de função são extremadamente localizadas e, deste modo, 
limitadas a uns estereotipas que permitem ser avaliados facilmente. A restrição 
da evaluabilidade nas tarefas propostas aos alunos garante assim, uma eficácia 
alta e econômica: tratar de subministrar o máximo de boas respostas aos 
exercícios propostos em classe ou bem nos exames. 
Por outro lado, a noção de função é subdividida em segmentos elementais: 
critério-fórmula, construção de tabelas., determinação de domínios, 
representação gráfica, etc. de modo que cada segmento possa constituir-se 
simultaneamente em um objeto de estudo quase autônomo. Isto implica uma 
distorção do objeto em relação ao saber: o aluno verá muitos objetos ali onde o 
matemático não vê mais que um. 
Esta fragmentação é consequência não só da necessidade de programabilidade, 
delimitação e autonomização do saber ensinado senão das restriçõeS devidas as 
necessidades de avaliação. Assim, desta maneira, o aluno rapidamente se põe a 
trabalhar, a fazer exercícios, não tem que esperar longas exposições do 
professor. 
Tudo isto leva os autores a admitir que a economia do sistema didático é o motor 
da estruturação do conhecimento no ensino. 
Por outro lado, argumentam que seu estudo é importante já que permite levar 
em conta: 
- A necessidade de conduzir uma vigilância epistemológica do processo de 
transposição didática, já que o ensino pode gerar saberes parciais que recebem 
um status que não se correspondem com o saber matemático. 
- A idoneidade das situações de ensino da noção de função, determinando as 
variáveis pertinentes e não pertinentes em relação ao significado matemático 
de dito objeto. 
-A necessidade de associar a noção de função com problemas ligados a situações 
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de dependência e variabilidade, que permitam ao aluno recontextualizar 
aspectos modelizantes da noção de função associados a sua gênese 
epistemológica, não limitando-los a exercitação repetida de procediemntos. 
- Necessidade de adequar as situações de ensino para que permitam ao aluno 
alcançar sua solução por motivações de origem matemático e não pelas 
derivadas das cláusulas implícitas do contrato didático (regras, códigos 
implícitos) 
Observação: O estudo realizado neste artigo é muito importante 
para o didata já que, como indica Chevallard, ]1 (1991), um dos 
objetivos do estudo da transposição didática é o de exercer i uma 
vigilância epistemológica", isto é, examinar a distância, a 
deformação, entre o objeto do saber científico e o objeto de ensino. 
Por outro lado, as conclusões surgidas permitem perceber como o sistema 
didático (que põe em relação aluno, professor e saber a ensinar) produz 
determinadas restrições sobre cada um dos elementos constitutivos, assim como 
entre as relações que entre eles se estabelecem. 
O conhecimento destas restrições é pertinente para poder identificar o domínio 
das modificações que didaticamente são possíveis de realizar para otimizar a 
aprendizagem dos alunos. 
Contribuição de Sophie Rene de Cotret 
No marco de uma investigação efetuada para uma apresentação para mestredo 
em matemática, na Universidade de Québec, Montréal, a autora realiza um 
estudo histórico da evolução do conceito de função e elabora uma 
experimentação relacionada com as diferentes representações gráficas do 
1- Chevallard, I. "La transposición didáctica". Edditorial Aique, 1997. 
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movimento que fazem os alunos da escola secundária (12 a 15 anos). 
Como uma das conclusões, em relação a análise conceitual da noção de função, 
baseada no estudo histórico, propõe que para iniciar um primeiro ensino da 
noção de função, é importante conservar a idéia de dependência entre 
quantidades, idéia que requer com frequência a noção de variação. 
Este conceito de dependência permite aos alunos chegar a um primeiro 
conceito de função que se relaciona com os fenômenos reais. 
Renê de Cotret destaca que os primeiros traços de vínculos funcionais entre 
duas variáveis apareceram por intermédio da representação gráfica do 
movimento: representações qualitativas, e logo, com a aparição de 
instrumentos de medida mais precisos, representações quantitativas. 
Utilizando estas duas aproximações, a autora investiga a forma em que os 
alunos representam graficamente o movimento da forma funcional. 
Na primeira parte da investigação, se pede aos alunos, agrupados dois a dois, 
representar graficamente como sobe a água, em função do tempo, em 
diferentes garrafas que se estão enchendo. 
O objetivo é analisar as influências das aproximações qualitativas e 
quantitativas sobre a construção da noção de variável-função. 
Outro elemento importante que pretende estudar é a passagem das variações 
lineares as não lineares, e como esta passagem está influênciada pelas duas 
aproximações mencionadas. 
Como hipótese de partida, a autora considera que a melhor conceipão da noção 
de variável-funcão provem da reunião destas duas aproximações: o que lhe 
falta a uma, é completada pela outra. A autora pensa que a aproximação 
qualitativa proporciona uma boa visão da continuidade e da variação do 
movimento estudado: apesar disso, ela não permite chegar a resultados 
precisos, a uma relação funcional eficaz, utilizável concretamente. Por outro 
lado, a aproximação quantitativa favorece o acesso a resultados precisos, mas se 
167. 
corre o risco de discretizar o movimento, o que faz mais dificil a visão contínua 
e variável do mesmo. 
A classe se reparte em algumas equipes chamadas "qualitativas" e outras 
chamadas "quantitativas". 
Para as equipes qualitativas, a garrafa se enche com a torneira e dispõem de 
um vidro flexivél, situado diante da garrafa que se enche de água, no qual se 
marca a altura a que se encontra a água a intervalos regulares (se dispõe 
também de um metrónomo, e a cada duas vezes que marca, o aluno desenhará 
altura). 
-· 
I. , ;, 
No caso das equipes quantitativas, se enche a garrafa com um conta-gotas. 
Depois de cada agregado de água, os alunos devem medir com uma regra a 
altura da água. Se registra este valor em uma folha quadriculada que se lhes 
entrega, na qual certas linhas estão remarcadas com o objeto de indicar cada 
novo conta-gotas que se esvaziou. 
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Nesta primeira parte, se damanda aos alunos traçar experimentalmente, com os 
materiais respectivos, o gráfico da altura da água em função de tempo (para os 
quantitativos, o tempo está implícito). 
Depois, sempre cada grupo utilizando os materiais respectivos se lhes pede 
predizer a forma do gráfico para uma garrafa menor que se lhes apresenta (as 
duas primeiras garrafas apresentadas são tipo cilíndricas-variaçà'? linear-). 
Logo verificam experimentalmente sua predição. Por último, se lhes pede uma 
nova predição e verificação para uma garrafa cônica (variação não linear). 
A segunda parte da experimentação tem por objetivo principal ver como os 
alunos utilizam suas concepções em outro tipo de problemas. Neste caso, se 
demanda as equipes traçar gráficos de simulações vistas em um computador 
sem nehum tipo de verificação. Não existe nesta parte diferênça de materiais 
entre os grupos qualitativos e quantitativos. 
As duas primeiras simulações ilustram duas colunas que sobem: uma a 
velocidade constante (variação linear) e outra a velocidade constante por 
trechos (variação linear por trechos). 
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La tige qui monte est fonnée de 
petites lignes qui apparaissent 
successivement à l'intérieur du 
rectangle. 
As equipes devem traçar gráficos da altura da coluna em função do tempo, 
sobre um papel milimetrado. 
As duas últimas simulações representam os mesmos tipos de variações: lineares 
e lineares por pedaços. Apesar disso, são variações não conexas, isto 
é, variações onde os estados do objeto que varia não podem ser 
diretamente percebidos como um segmento, porque cada novo 
aumento não se junta necessariamente sobre o precedente. Se lhes 
apresenta uma simulação onde se vêem pequenos quadrados pretos 
que aparecem dentro de um quadrado maior. Isto ilustra pessoas que 
se instalam sobre o terreno vazio. 
Os alunos devem adivinhar o gráfico da variação da população (ou o número de 
quadrados) em função do tempo. 
Nos primeiros problemas, era possível que os alunos tiveram êxito na 
construção dos gráficos sem reconhecer a variável que se está representando. 
Pode acontecer que um aluno desenhe um gráfico recordando somente a linha 
do nível da água e avaliando sua altura em certos tempos que ele decide. Um 
gráfico deste tipo tem grandes chances de corresponder a aquele da altura da 
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água em função do tempo, mas a variável não é necessariamente percebida 
pelo aluno. O que registra ou percebe são somente alturas, e não a forma em 
que a altura varia. 
Esta possibilidade se dá porque, tanto nas garrafas como nas colunas, o aluno 
pode medir diretamente o elemento que varíi. A vantagem das variações não 
conexas é que estas medidas diretas não são possíveis, o aluno está obrigado a 
fazer uma representação do que acontece. 
Análises dos resultados 
Em geral, as equipes qualitativas obtiveram melhores resultados que os outros. 
O argumento da autora é que isto se deve ao fato de que para estes alunos ( os 
qualitativos) o tempo foi um elemento importante, contrariamente para os 
outros (pelo desenho da experência). Além disso, as equipes qualitativas vêem 
o movimento da água em forma continua e não discreta como foi o caso para os 
quantitativos. 
Na comparação dos gráficos para as garrafas cilíndricas, muitos responderam 
somando sempre uma mesma quantidade (linha paralela). 
Bécher 11 
• 
Plusieurs groupes ont répondu de 
façon parallele à l'exemple. Cette 
stratégie est due à un raisonnement 
additif. 
• "Bonne réponse" 
Esta estratégia é imputável a um razonamento aditivo mais que proporcional. 
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No caso da garrafa cônica, dois tipos de respostas erradas tem aparecido. 
Erlenmeyer 
• 
. . . • Réponse Iinéaire parmorceaux: 
Réponse linéarre: pnse en difficulté à dessiner des points 
compte de la grosseur de la selon une courbe parabolique. 
bouteille et non de la fonne. 
O primeiro, linear, provêm de uma estratégia onde só a grossura da 
garrafa é levada em conta, independentemente de sua forma. O 
outro, linear por pedaços, é devido a dificuldade de afastar-se do 
linear e seguramente também pelo fato de que os alunos não são 
sempre conscientes que uma velocidade maior significa uma 
distância maior para um mesmo intervalo de tempo. Esta dificuldade 
em decompôr a velocidade como uma relação distância-tempo 
voltará com frequência. 
Para a predição com esta garrafa cônica, se esperava qiue os grupos 
quantitativos estivessem melhores preparados que os qualitativos para 
responder não linearmente. Suponha-se que todos os alunos seriam 
conscientes do fato de que a água subiría mais rápido do que os aumentos da 
altura seríam cada vez maiores. Partindo disto, se considerava que as equipes 
quantitativas se beneficiariam por ter a possibilidade de ter uma refência, a 
medida, que lhes permitiría calibrar os acréscimos. Os qualitativos não tinham 
este meio. 
Apesar disso, parece que a possibilidade de medir não foi uma vantagem. 
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Muitos alunos quantitativos não utilizaram a medida para calcular as variações, 
porque não associaram necessariamente a uma garrafa que diminuí (na 
altura) ou a uma velocidade que aumenta, acrescentamentos da altura cada vez 
maiores para intervalos de tempo regulares. 
Em re13.ção a simulação, em particular para o caso das colunas, muitas equipes 
quantitativas se tem vista perturbadas pelo fato de que o movimento não 
parava-se para que eles pudessem medir. A visão completamente discreta do 
movimento foram uma desventagem para estas equipes. A respeito dos 
problemas das populações, muitas equipes tem respondido as duas populações 
por uma foto ou uma reprodução do fenômeno: não representam como varia o 
número de pessoas senão somente reproduzem o fenômeno, ou seja, fazem isto 
que se vê na tela. 
Parecera verificar-se, conforme os autores, a hipótese de que a concepção da 
noção de variável era necessária para ter êxito nos gráficos de tais variações e 
que no caso das variações conexas era possível fazer um bom gráfico sem que 
tenha, obrigatoriamente, uma conceituação justa da variável. 
A autora destaca que, dado que todos os problemas que se tem proposto aos 
alunos faziam referência ao movimento, é dificil saber até que ponto a noção 
de função provoca problemas ou se é a concepção do movimento, da 
velocidade, que faz obstáculo a concepção da variável dependente. 
Conclui que é por uma interação entre as aproximações qualitativas e 
quantitativas que as noções de função e a de variável podem ser construídas; 
a aproximação qualitativa ajuda a apropriação do aspecto da variabilidade, de 
continuidade do fenômeno e a quantitativa permite precisar a lei de 
dependência. 
Observacão: É interessante a análise que se pretende realizar, já que se põe 
em jogo aspectos do conceito de função que não tinham levado em conta em 
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outras investigaÇões. Em lugar de centrar a atenção sobre a defmição do 
conceito, a autora se ocupa de desenvolver aspectos essenciais desta noção 
através de duas aproximações diferentes. 
Uma das conclusões da autora se refere ao maior êxito dos grupos qualitativos e 
o atribui ao fato de que nestas equipes o tempo era um elemento importante, 
tanto que nos quatitativos era um elemento implícito. Da leitura do artigo não 
se compreende porque o tempo é um fator tão importante na confecção dos 
grãficos corretos. 
Por outro lado, não se entende porque a autora não desenha uma experiência 
para os grupos quantitativos na qual o tempo seja um elemento preponderante, 
igual aos outros grupos. Em conclusão diria que a primeira parte da 
experiência é confusa já que não se observa com claridade o vínculo entre o 
desenho e os objetivos que se propõe investigar. 
A segunda parte da investigação é mais precisa e permite pôr em primeiro 
plano diferenças relevantes entre os grupos que trabalharam com diferentes 
aproximações. 
Um dos problemas que ficam abertos, é analizar com mais precisão o tipo de 
interação entre as duas aproximações propostas, para poder chegar à 
construção da noção de função, já que a autora enuncia a necessidade desta 
interação, mas não explicita as características da mesma. 
Contribuições de Hitt, F. 
Em um de seus artigos, "O trabalho de Euler sobre funções e dificuldades 
cognitivas na aprendizagem do conceito de função" (1992), o autor analisa a 
evolução do conceito de função e realiza um estudo que tenta detectar erros que 
se podem cometer ao resolver exercícios vinculados com o conceito de função. 
o estudo foi realizado com professores de matemática da escola secundária 
174. 
mexicana. Neste artigo se analisam algumas das respostas dadas pelos 
professores a um questionário, especialmente aquelas relacionadas com a idéia 
de função contínua expressada por uma expressão analítica. 
Nesta primeira etapa do trabalho se apresentam funções definidas em domínios 
discretos e frente a questão de desenhar uma função definida dos números 
naturais em os números naturais tal que f(x) = 3, uma muita baixa 
porcentagem de professores tem percebido que o domínio era discreto e 
realizaram um gráfico contínuo, tomando ao conjunto dos números reais como 
domínio. Um resultado mais contudente já havia sido obtido por Markovitz et al 
(1986) em um trabalho com alunos secundários. 
Frente a seguinte questão: 
"Encontrar três funcões diferentes fi, f2, f3, definidas em R tal que para 
qualquer valor de R, 
I ft(X) I= I f2(x)l =I f3(x) I= 2" 
muitos dos professores cometeram erros tais como: 
ft(x)=2 fz(x) = -2 
o surprendente é que anteriormente, ao perguntar~se se f(x) ='fi é igual a 
f(x) = 41/2 para qualquer valor de R, os professores, em sua maioria haviam 
respondido afirmativamente. A dificuldade se apresenta ao enfrentar-se a um 
problema mais complexo, afirmam os autores. Por outro lado, para poder 
proporcionar três funções diferentes, os professores tinham que interromper 
a continuidade da função e a expressão analítica. 
Nas conclusões deste trabalho, Hitt,F. afirma que entre um terço e a 
175. 
metade da populacão de professores de matemáticas de secundário 
tem dificuldades com a função constante e que os problemas podem 
crescer em relação ao uso de algúm tipo de representação da função. 
Também tem aparecido dificuldades nos subconceitos imersos no 
conceito de função: domínio, imagem, gráfica. 
Disse ademais que os professores tem uma idéia intuitiva de função como a 
mostrada por Euler em seu escrito e que eles aceitam as funções identidade e 
constante como tais mas que parece que tem dificuldades em sua manipulação 
quando o domínio é um conjunto discreto. 
A maior dificuldade que o autor encontra é a construção, por parte dos 
professores, de funcões com certo atributo, provocando a não identificação 
funções que eram iguais, e mostrando uma marcada tendência a pensar em 
funções contínuas definidas em términos de somente uma expressão analítica. 
Outro dos artigos analizados do autor se titula "Dificuldades dos professores com 
a construção de funções contínuas e descontínuas" (1994). Neste, se realiza um 
breve estudo histórico da noção de função, que logo se relaciona com a 
discussão de estratégias seguidas por alguns professores ao enfrentar-se com 
dito conceito. O objeto do estudo é descobrir o tipo de obstáculos e mau-
entendidos que tem os professores a respeito da construção de funções. 
Nas perguntas onde se solicita aos professores a construção de funções com 
uma determinada propriedade, sempre se tem solicitado dois exemplos. A razão 
é que em estudos preliminares se determinou que a maioria construía funções 
contínuas . Ao perguntar por uma dupla construção de funções com a mesma 
propriedade, o professor devia possuir maior habilidade algébrica, ou em 
alguns casos, devia pensar em funções definidas por mais de uma expressão 
algébrica, ou mudar de estratégia e construir uma função descontínua. 
As conclusões que Hitt,F. obtém se referem a algo já expressado no artigo 
anterior: 
176. 
A maioria dos professores não conseguem os dois exemplos solicitados, muitos 
deles por não poder "desfazer" a função (não poder propôr uma função 
definida por partes) e por não construir funções descontínuas. 
Afirma que destas conclusões podem inferir-se que a idéia intuitiva de função 
que tem os professores está relacionada ao conceito de função-continuidade 
definida exclusivamente por uma expressão algébrica, justo na mesma forma 
como o conceito se desenvolveu historicamente. Disse que estes resultados 
mostram a necessidade de enfatizar a construção de funções na educação 
matemática. 
Destaca também que tanto Vinner,S. como Markovitz,E. a1 y Dreyfus, T. 
estabelecem a dificuldade dos alunos de identificar funções descontínuas como 
sendo funções, quando se lhes apresenta através de um gráfico. 
No artigo posterior de 1996, "Sistemas semióticos de representação do conceito 
de função e sua relação com problemas epistemológicos e didáticos" Hitt, F. 
resume o objeto deste trabalho da seguinte maneira: 
"A compreensão do conceito de função envolve a articulação coerente de 
diferentes sistemas semióticos que entram em jogo na resolução de um 
problema. Demonstrou-se em estudos experimentais que alguns sistemas são 
mais difíceis de articular que outros. Com fundamento nestes resultados se 
desenharam questionários com a finalidade de medir com maior precisão tais 
dificuldades e se analisaram algumas repercussões no âmbito do ensino". 
Aqui, o autor faz referência a Duvatl, no que se refere a utilização de várias 
representações de um objeto matemático. 
1. Duval, 1993. Registros de representação semiótica e funcionamento cognitivo do 
pensamento. Annales de didactique et sciences cognitives, IREM Strasbourg. 
177. 
"As diferentes representações semióticas de um objeto matemático são 
absolutamente necessárias. Em efeito, os objetos matemáticos não estão 
diretamente acessíveis pela percepção, ou por uma experiêncica intuitiva 
imediata como o são os objetos comumente chamados "reais" ou "físicos". 
É necessário,portanto, proporcionar representantes. As representações 
semióticas jogam o papel fundamental na atividade matemática". 
Neste estudo se apresentou aos professores, em primeira instância, 26 curvas, 
algumas sendo representações gráficas de funções e outras não. Eles deviam 
identificar esta diferenciação. 
Os professores repitiram a justificação de sua escolha nas primeiras perguntas 
e expressaram que seguiram o memso processo de ai em diante. Tal justificação 
era: 
"traçando linhas verticais, sua interseção com a curva só deveria ser em um 
ponto para que dita curva represente o gráfico de uma função" 
A primeira observação que o autor faz é que este argumento é geométrico e 
esteve desligado da definição de função que os mesmos professores deram 
posteriormente. 
Aparece como surprendente que, para um terço da população entrevistada, a 
existência de uma expressão algébrica associada a uma curva provocara ao 
deixar de lado não só a definição de função, senão também sua argumentação 
geométrica do traço de uma linha vertical (cometem o erro de crer que a 
circuferência, a elipse, a parábola com o eixo principal em o eixo x, são 
funções). A existência de uma expressão algébrica associada a uma curva tem 
primazia sobre a verificação geométrica e sobre a definição de função. 
Outro estudo que se realiza é a respeito da definição da noção de função que os 
professores manifestam (se lhes pedia que escrevessem a definição deste 
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conceito). Nenhum dos 30 professores considerou a função como relação entre 
variáveis e a maioria se inclinou por defini-la, alguns como uma regra de 
correspondência, e outros como conjunto de pares ordenados. 
Hitt destaca que lhe interessa contrastar a posição tomada pelos professores 
quando se lhe solicita a definição do conceito versos a resolução de problemas 
cuja tarefaenvolve a articulação entre diferentes representações semióticas. A 
propósito disto, manifesta que na construção de funções os professores tem 
uma tendência a construir funções contínuas definidas mediante uma só 
expressão algébrica (resultado que já havia obtido em investigações anteriores 
e que insistentemente repete). O autor destaca que em base a este resultado, se 
desenharam outras perguntas para detectar com maior precisão esse obstáculo 
epistemológico. 
Como uma articulação entre o sistema semiótico de representação gráfica e um 
contexto real, mostrou-se aos professores gráficos cuja variável independente 
representava a altura de um líquido durante o enchimento de um recipiente 
desconhecido e a variável dependente a área da superficle do líquido ou seu 
volume. Solicitava lhes que desenhassem o recipiente que se adequara a 
situação proposta. Logo se complica o problema, mas o autor destaca que esta 
complicação (primeiro o gráfico era linear e logo linear por trechos) não 
provoca nos docentes um refinamento no processo de resolução senão que a 
forma contínua do traço da gráfica produz uma conexão com as idéias 
intuitivas induzindo uma forma errônea de um recipiente. Logo se apresentou 
o problema inverso, dado o desenho de um recipiente, esboçar o gráfico 
correspondente, com as mesmas variáveis que no caso anterior. 
Os erros mais comuns obsetvados em ambas situações resumem-se em: 
- A forma da gráfica e não o estudo analítico da informação proporcíonada pelo 
gráfico, determinou, em alguns professores, a forma do recipiente. 
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-A forma do recipiente e não o estudo do fenômeno em um contexto analítico, 
determinou os erros da maioria dos professores. 
Como conclusões gerais, se estabelece que: 
-Existe representações que jogam um papel relevante em determinados 
problemas, deixando a outro nível outras representações (os argumentos 
geométricos ficam de lado frente à existência de uma expressão algébrica). 
- No sistema semiótico de representação gráfica, os professores não identificam 
com facilidade as representações relativas aos subconceitos domínio e conjunto 
imagem. 
- A definição de função relacionada com o conceito de variável não é 
favorecida pelos professores de matemática. 
-Qualquer que seja a preferência manifestada pelos professores a respeito da 
definição de função, esta não é utilizada na resolução dos problemas 
apresentados, ficando relegadas a um segundo plano. 
-A tarefa de identificação de funções não representa problema para os 
professores, apesar disso, em uma atividade mais complicada de construção de 
funções, o bloqueio que formam as funções continuas definidas por uma só 
expressão algébrica, não lhes permite (a uma grande maioria de professores) 
construir diferentes funções. 
- Quando se solicitava a interpretação gráfica em um contexto físico, por 
exemplo, o deslizamento de um objeto em um plano inclinado, isto levou alguns 
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professores a obtenção de uma gráfico linear (tempo contra a velocidade) que 
segue a forma do desenho (fenômeno de translação icónica). 
Algo similar aconteceu com o problema das garrafas. Isto demonstra que a 
variável independente não é identificada e separada para contextualizá-la em 
uma representação analítica e gráfica. 
- Em situações que não são usuais em ensino, esta população de professores não 
realizava uma articulação coerente entre os diferentes sistemas semióticos 
associados ao conceito de função. De aí que consideramos que um 
conhecimento associado a um conceito é estável em um indivíduo se ele pode 
articular as diferentes representações do conceito sem contradições. 
Obseryacões: A meu entender, em geral aparecem muitas das questões que já 
foram propostas em relação a outros artigos: os resultados que se propõem são 
problemáticas que provêm de descrições observadas, mas não se analisam em 
profundidade as causas de ditas problemáticas. Um exemplo, no caso deste 
artigo, é quando frente a dificuldade de construção de duas funcões com certas 
caracterizações, os professores propõem f( x) =2 1/2 tendo respondido 
anteriormente que estas duas funções são iguais. O autor destaca que a 
dificuldade se apresenta ao ter que enfrentar-se a um problema mais 
complexo. Parece-me uma resposta simplista que não indaga nas possíveis 
razões desta instabilidade nas respostas dos docentes. 
Pareceria ser que o autor pretende obter todas as respostas a partir da análise 
do questionário apresentado e é este o que o conduz, em minha opinião, ao 
apresentar conclusões sem fundamento. 
Outro exemplo é o caso em que se argumenta, como uma das dificuldades que 
surgem na resolução dos problemas, não poder apresentar funções definidas 
por partes nem funções descontínuas. O autor associa diretamente estas 
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respostas as "idéias intuitivas" de função que têm os professores. 
É esta a única razão por a qual os professores dão estas respostas? 
Por que não levar em conta o efeito que o ensino que eles tem recebido possa 
ter sobre esta questão? 
Em um dos artigos analizados, Hitt,F.l disse: 
"O objeto de estudo é descubrir o tipo de obstáculos e mal-entendidos que tem os 
professores a respeito da construção de funções" 
Nesta instância não se compreende qual é o significado que atribui o termo 
obstáculo. Apesar disso, no artigo, "Sistemas semióticos de representação do 
conceito de função e sua relação com problemas epistemológicos e didáticos", 
manifesta que na construção de funcões os professores tem uma tendência a 
construir funções contínuas definidas mediante uma só expressão agébrica. O 
autor destaca que em base a este resultado, se desenharam outras perguntas 
para detectar com maior precisão esse obstáculo epistemológico. 
Podemos então induzir que o autor, quando usa o termo obstáculo, faz 
referência a noção de obstáculo epistemológico. Agora bem, como prova o 
autor, o caráter de obstáculo epistemológico desta dificuldade manifestada pelos 
professores? 
Se nos remetemos ao capítulo 2 desta tese, tem uma série de caracterizações 
para que um conhecimento possa ser considerado um obstáculo que neste caso 
tem sido levadas em conta. Neste artigo se utilizam como sinônimos os termos 
1-Hitt, F. "Dificuldades dos professores com a construção de funções 
contínuas e descontínuas", CINESTAV, 1994. 
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obstáculo e dificuldade; apesar disso, a distinção entre estes conceitos já tem 
sido tratada por Duroux, em um trabalho sobre o valor absoluto (para Duroux, 
um obstáculo é um conhecimento). 
Por outro lado, o autor manifesta que as dificuldades obsetvadas na construção 
de funcões mostra a necessidade de enfatizar esta temática na educação 
matematica. Nossa proposta sustenta que a necessidade da construção de um 
conceito matemático provem a partir da análise dos problemas nos quais tal 
conceito aparece como uma solução ótima e não como consequéncia de um 
estudo do tipo dos apresentados neste artigo. 
Finalmente, em relação a uma da últimas conclusões na qual se afirma que em 
situações que não são usuais no ensino, esta população de professores não 
realiza uma articulação coerente entre os diferentes sistemas semióticos 
associados ao conceito de função e por este considera-se que um conhecimento 
associado a um conceito é estável em um indivíduo se ele pode articular as 
diferentes representações do conceito sem contradicões. 
Ao nosso entender, a noção de estabilidade de um conceito não se desprende dos 
resultados de seu trabalho senão que é uma postura que se assume sob certos 
presupostos teóricos. Creio que, como muito, o autor poderia concluir que os 
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